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РЕФЕРАТ 

 

 

Кваліфікаційна робота магістра «Методи розв’язання афінних та 

метричних задач»: 43 с., 12 рис., 12 джерел. 

АФІННІ ЗАДАЧІ, ВЕКТОР, ВЕКТОРНИЙ МЕТОД, ДЕКАРТОВА 

СИСТЕМА, КООРДИНАТ, КООРДИНАТНИЙ МЕТОД, КОСОКУТНА 

СИСТЕМА КООРДИНАТ, МЕТРИЧНІ ЗАДАЧІ, ТЕОРЕМА КОСИНУСІВ, 

ТЕОРЕМА СИНУСІВ, ТЕОРЕМА ФАЛЕСА, ТОЧКА. 

Об’єкт дослідження – афінні та метричні задачі. 

Мета роботи: дослідити ефективність методів розв’язання афінних та 

метричних задач. 

Метод дослідження – аналітичний. 

У кваліфікаційній роботі наведені традиційний, векторний, 

координатний методи розв’язання метричних та афінних задач. Досліджено, 

які методи є більш ефективними. 
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SUMMARY 

 

 

The master’s qualifying paper “An Analysis of the Methods of the Solution 

of the Affine and Metric problems”: 43 pages, 12 figures, 12 references.  

AFFINE PROBLEMS, VECTOR, VECTORIAL METHOD, CARTESIAN 

COORDINATE SYSTEM, METHOD OF COORDINATES, OBLIQUE AXES 

AXIS, METRICAL PROBLEMS, LAW OF SINES, LOW OF COSINES, 

INTERCEPT THEOREM, POINT. 

The object of study: the affine and metrical problems. 

The aim of the work is the investigation of the efficiency of the methods of 

the solution of the affine and metrical problems. 

The method of the study is analytical. 

The diploma work deals with the traditional, vectorial and coordinate 

methods of the solution of the affine and the metrical problems. One studies which 

of the method is the most effective. 
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ВСТУП 

 

 

Одним з основних завдань, поставлених перед школою, є всебічний 

розвиток творчого мислення учнів. Розв’язати це важливе завдання при 

викладанні математики означає на сам перед – озброїти майбутніх вчителів 

загальними прийомами і методами розв’язування задач. 

При розв’язанні афінних та метричних задач крім традиційного методу 

використовують также векторний та координатний методи. Про доцільність 

та переваги данних методів багато сказано і написано. 

В даній роботі: 

‒ проаналізовані основні методи розв’язання афінних та метричних 

задач; 

‒ порівняно ефективність кількох методів на конкретній задачі; 

‒ описано приблизні послідовні дії можливості розв’язання задач 

векторним методом; 

‒ описано приблизний алгоритмічних підхід при розв’язанні задач 

координатним методом. 
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1 ОСНОВНІ ПОНЯТТЯ 

 

 

1.1 Метричні задачі 

 

Задача називається метричною, якщо в ній фігурують метричні 

властивості фігур, тобто властивості, які можна виявити безпосереднім 

виміром (довжина відрізка, відстань між точками, відстань від точки до 

прямої або площини, величина кута, перпендикулярність, площа, обсяг) [1]. 

Для розв’язання більшості метричних та деяких позиційних задач, 

геометричні фігури загального положення треба привести в окреме 

положення. Це перш за все стосується прямих ліній, площин, гранниць і 

криволінійних поверхонь. Після перетворення комплексного креслення 

додаткові проекції дають можливість розв’язувати задачі простіше. Методи 

перетворення проекцій опираються на два основних принципи: 

а) зміна взаємного положення об’єкта проекціювання та площин 

проекцій; 

б) зміна напряму проекціювання. 

На першому принципі ґрунтуються два способи перетворення 

проекцій: заміна площин проекцій та плоско-паралельне переміщення, а на 

другому – спосіб допоміжного проекціювання, який має два різновиди: 

прямокутний та косокутний [10]. 

Метричні задачі вміщують в собі: 

‒ поділ відрізка прямої в даному відношенні; 

‒ визначення дійсних величин відрізків прямої, відстаней, кутів, 

площ і т. п. 

Необхідно зазначити, що при розв’язуванні метричних задач 

використовуються: 

‒ теорема про проектування прямого кута; 

‒ спосіб прямокутного трикутника; 
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‒ методи перетворення ортогональних проекцій (обертання, 

плоско-паралельне переміщення, заміна площин проекцій). 

Кожна метрична задача може бути розв’язана кількома способами. В 

кожному окремому випадку необхідно вибирати такий спосіб розв’язування 

поставленої задачі, який дає найбільшу точність і є найпростішим [11]. 

Основна метрична задача: 

Теорема 1.1 Якщо в прямокутній декартовій системі координат kjiO


 

існують точки  321 ;; aaaA  і  321 ;; bbbB , то відстань AB  між точками A  і B  

знаходиться по формулі      233
2

22
2

11 abababAB  . 

 

 

1.2 Афінні задачі 

 

У афінних завданнях метричні властивості не розглядаються. Афінні 

завдання вирішуються в афінній системі координат, а, отже, і в прямокутній 

декартовій. Метричні задачі зручно розв’язувати в прямокутній системі 

координат [1]. 

Основні афінні задачі: 

‒ координати вектора заданого двома точками. 

Теорема 1.2 Якщо в афінній системі координат 321 eeeO


, то 

існують точки  321 ;; aaaA  і  321 ;; bbbB , що  332211 ;; abababAB  . 

Доведення теореми можна знайти в [1]; 

‒ ділення відрізка в данному відношенні. 

Говорять, що точка M  ділить напрямлений відрізок 21MM  в 

відношенні 1 , якщо виконується векторну рівність: 221 MMMM  . 

Доведення теореми можна знайти в [1]. 

Теорема 1.3 Нехай в афінній системі координат 321 eeeO


 точки 

 1111 ;; zyxM ,  2222 ;; zyxM . Тоді координати точки  zyxM ;; , яка 
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ділить напрямлюючий відрізок 21MM  в відношенні 1 , знаходять за 

формулами: 









1

21 xx
x , 










1

21 yy
y , 










1

21 zz
z  [1]. 
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2 МЕТОДИ РОЗВ’ЯЗАННЯ АФІННИХ ТА МЕТРИЧНИХ ЗАДАЧ 

 

 

2.1 Традиційні методи 

 

Традиційні методи розв’язання афінних та метричних задач 

грунтуюються на основних теоремах та властивостях геометричних фігур, які 

вивчаються в шкільних програмах. Далі перечислемо основні теореми та 

властивості фігур, які знадобляться при роз’язанні задач даної дипломної 

роботи. 

Дві прямі на площині або перетинаються, або паралельні. 

Означення 2.1 Дві прямі називаються паралельними, якщо вони не 

перетинаються. 

Означення 2.2 Два відрізка називаються паралельними, якщо вони 

лежать на паралельних прямих. 

Теорема 2.1 (теорема Фалеса) Якщо паралельні прямі, що перетинають 

сторони кута, відтинають на одній його стороні рівні відрізки, то вони 

відтинають рівні відрізки і на другій його стороні. (Доведення даної теореми 

можна знайти в будь-якому шкільному підручники програми 8 класу). 

Для знаходження елементів у довільному трикутнику виконується 

теорема синусів або косинусів (рис. 2.1). 

 

 

Рисунок 2.1 
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За теоремою синусів сторони трикутника АВС пропорційні синусам 

протилежних кутів: 
C

c

B

b

A

a

sinsinsin
 . 

Теорему синусів можна використовувати для обчислення: 

‒ невідомих сторін трикутника, якщо відомі два кути і одна 

сторона; 

‒ невідомих кутів трикутника, якщо відомі дві сторони і один 

прилеглий кут. 

За теоремою косинусів: квадрат сторони трикутника дорівнює сумі 

квадратів двох інших сторін мінус подвоєний добуток цих сторін на косинус 

кута між ними: Acbcbа cos2222  , Bcacab cos2222  , 

Cbabac cos2222  . 

Теорему косинусів можна використовувати для обчислення: 

‒ невідомої сторони трикутника, якщо відомі дві сторони і кут між 

ними; 

‒ обчислення косинуса невідомого кута трикутника, якщо відомі 

всі сторони трикутника. 

 

 

2.2 Векторний метод 

 

При розв’язанні геометричних задач, крім традиційних методів з 

використанням алгебри і тригонометрії, можна використовувати і інші 

методи, зокрема векторний. Правильне використання векторів потребує 

певних навиків. Векторний метод, як і будь-який інший, використовується не 

завжди. Вміння заздалегіть передбачити, чи може він використовуватися для 

розв’язання конкретної задачі, виробляється досвідом. 

Для початку необхідно навчитися використовувати вектори при 

розв’язку планіметричних задач. Такі задачі можно знайти в книзі [4] і 

багатьох інших учбових посібниках. 
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Наведемо основні векторні відношення і їх формули, на яких 

грунтуються розв’язання задач: 

‒ правило трикутника. Для будь-яких трьох точок A, B, C має місце 

нерівність: 

 

ACBCAB  ; 

 

‒ правило віднімання векторів. Для будь-яких трьох точок A, B і O 

має місце нерівність: 

 

OAOBAB  ; 

 

‒ для того, щоб точка C належала прямій AB, необхідно і 

достатньо, щоб існувало таке число k, щоб 

 

CDkAB  . 

 

З цієї рівності випливає, що k
AB

AC
 ; 

‒ нехай A і B – дві різні точки прямої і C – точка цієї прямої така, 

що k
CB

AC
 . Ящо точка O – довільна точка прямої, то має місце рівність: 

 

k

OBkOA
OC






1
. 

 

Цю формулу називають формулою ділення відрізка в данному 

співвідношенні. Доведення даної формули можна знайти в [5, 34]. 

Якщо ж точка C – середина відрізка AB, то k = 1 и  OBOAOC 
2

1
; 
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‒ четирикутник ABCD є паралелограмом тоді і тільки тоді, коли 

виконується одна з наступних рівностей: BCAD  , ADABAC  , 

ODOBOCOA  , де O – довідьна точка простору; 

‒ якщо вектори a  і b  неколінеарні, то для будь-якого вектора c , 

який належить тій самій площині, що і вектори a  і b , існує єдина пара чисел 

x та y таких, що byaxc


 ; 

‒ в просторі для каждого вектора p


 існує єдиний розклад за 

трьома некомпланарним векторами a , b , c : 

 

czbyaxp


 , 

 

де x, y, z – однозначно визначені числа.  

В випадку, якщо 0


 czbyax , то x = y = z = 0; 

‒ нехай точки A, B, C не належать одній прямій, тоді для того, щоб 

точка D належала площині ABC, необхідно і достатньо, щоб існувала така 

пара чисел   і  , що CBCACD   . Доведення даної формули можна 

знайти в [5, 35]. 

Тетраедр має ряд властивостей, аналогічних властивостям трикутника. 

Відрізок, який з’єднує вершину тетраедра з центром протилежної грані, 

називають медіаною тетраедра. Медіани тетраедра, як і медіани трикутника, 

перетинаються в одній точці. 

Доведення теореми про медіани тетраедра можна знайти в [5, 35-36]. 

При розв’язанні різного роду геометричних задач на розрахунок 

довчин відрізків і величин кутів, на доведення геометричних нерівностей 

ефективним може бути використання скалярного добутку векторів. 

Означення 2.1 Скалярним добутком двох векторів а


 і b


 називається 

добуток модулів цих векторів на косинус кута між ними: cos baba


. 



15 

 

Якщо вектори задані координатами  
321

;; aaaa 


 і  
321

;; bbbb 


 , то 

скаларний добуток  дорівнює сумі добутків відповідних координат: 

332211
babababa 


. 

Властивості скалярного добутку векторів: 

‒ із означення скалярного добутку випливає, що 
2

aaa


 , тобто 

скалярний квадрат вектора дорівнює квадрату його довжини. Отже, для 

знаходження довжини відрізка AB може бути використана формула 

22 ABAB  . 

Кут   між векторами a  і b  розраховується за формулою 
ba

ba







cos ; 

‒ для будь-яких векторів a  і b  має місце нерівність 

  22 baba

 ; 

‒ відрізки AB і CD перпендикулярні тоді і тільки тоді, коли 

0CDAB ; 

‒ для будь-яких векторів a  і b  має місце формула: 

  222
2 bbaaba


 . 

Для успішного застосування векторів корисно знати деякі рівності, які 

часто використовуються при розв’язанні задач. Зокрема так; 

‒ для будь-яких векторів a , b , c  виконується рівність: 

  accbbacbacba


2222222
 ; 

‒ теорема косинусів. Для будь-яких трьох точок A, B і C: 

ACABBCACAB  2222
; 

‒ для будь-яких чотирьох точок A, B, C, D: 

CDABBDACBCAD  22222
. Доведення цієї рівності можна знайти в 

[5, 38]. 
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Загального алгоритму розв’язування задач векторним методом не існує, 

проте часто буває корисно скористатися такими прийомами: 

а) «векторизувати» умову задачі; 

б) у вибраних позначеннях (чи координатах) виразити потрібні 

вектори; 

в) виконати зазначені операції над векторами згідно правил; 

г) знайденому результату надати геометричного тлумачення. 

Геометричні задачі, що розв’язуються за допомогою векторів, можна 

умовно розділити на дві групи. До першої групи відносяться задачі, в яких 

умова вже сформульована на мові векторів. До другої групи відносяться 

задачі, в формулюванні яких не вказано на зв’язок їх з векторним методом. 

Як правило, такі задачі можна розв’язувати різними способами, – векторний 

спосіб є одним з них. Ці задачі даються учням важче, ніж задачі першої 

групи, тому ми приділимо їм основну увагу. 

В свою чергу задачі першої і другої групи діляться на два види: 

а) афінні задачі; 

б) метричні задачі. 

Успіх у вирішені задач за допомогою векторної алгебри лежить в 

основі наступних (умовах) уміннях: 

‒ вміння переводити текст задачі з геометричної мови на векторну і 

навпаки; 

‒ вміння виконувати операції над векторами; 

‒ вміння представляти вектор у вигляді суми (різниці) векторів, у 

вигляді перетворення вектора на число; 

‒ вміння виконувати перетворення векторних виразів; 

‒ вміння переходити від співвідношень між векторами до довжин і 

навпаки; 

‒ вміння застосовувати основні векторні рівняння (формули) до 

розв’язуваної задачі. 
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Основні векторні рівняння (формули) ми називаємо базисними 

задачами. 

При розв’язуванні задач зводимо до обгрунтування колінеарності 

векторів, а саме: 

‒ паралельності прямих (відрізків); 

‒ належності трьох точок одній прямій; 

‒ доведення того, що даний чотирикутник є паралелограмом; 

‒ три даних прямих (відрізків) перетинаються в одній точці. 

Зручно дотримуватися наступної схеми: 

а) аналіз змісту задачі, який включає: 

1) виділення умови і вимоги задачі; 

2) виконання малюнку до задачі; 

3) записи умови і вимог через загальноприйняті позначення. 

б) визначення можливості розв'язання задачі за допомогою апарата 

векторної алгебри, що включає з'ясування питання, що означає розв’язати 

задачу на мові векторів. При цьому зручно використовувати таблиці 

переводу з геометричної мови на векторну; 

в) доведення колінеарності векторів включає: 

1) вибір двох неколінеарних векторів (по можливості тих, що 

виходять з однієї точки); 

2) розкладання шуканих і даних векторів по вибраних 

базисних векторах; 

3) перетворення отриманих векторних рівнянь до 

встоновлення колінеарності (неколінеарності) векторів. 

 

 

2.2.1 Застосування векторного методу при розв’язанні афінних 

задач 
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Проблемою методики навчання векторному методу займалось багато 

вчених-методистів: В.А. Гусєв, Г.Л. Луканін, Г.І Саранцев, З.А. Скопець, 

Т.А. Іванова і багато інших. 

Автори навчального посібника [6] пропонують розглядати вектор як 

паралельне перенесення площині (простору). Однак при доказі теорем і 

розв’язанні задач за допомогою векторів використовують визначення вектора 

як спрямованого відрізка. 

Автор звертає велику увагу на вирішення завдань різними методами 

(векторних і конструктивним), підкреслюючи важливість їх зіставлення для 

розвитку математичного мислення учнів. 

Більш докладні методичні рекомендації з навчання школярів 

векторному методу вирішення геометричних завдань, зокрема при вивченні 

теми «Вектори в просторі», дає Т.А. Іванова в навчальних посібниках [7], [8]. 
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2.2.2 Застосування векторного методу при розв’язанні метричних 

задач 

 

При розв’язуванні метричних задач, зокрема на визначення довжини 

відрізків і міри кута векторним методом, доцільно використати наступні 

алгоритми. 

Алгоритм 2.1 (Обчислення довжини відрізка): 

а) вибрати два не колінеарні (на площині) або три не компланарні (у 

просторі) основні вектори, у яких відомі довжини і кути між ними; 

б) розкласти по них вектор, довжина якого обчислюється; 

в) знайти скалярний квадрат цього вектора за формулою 
22 аа


 і 

довжину 2аа 


; 

Алгоритм 2.2 (Обчислення міри кута): 

а) вибрати два не колінеарні (на площині) або три не компланарні (у 

просторі) основні вектори, у яких відомі довжини або відношення довжин і 

кут між ними; 

б) визначити вектори, що задають шуканий кут, розкласти їх по 

основних векторах; 

в) обчислити  
ba

ba
ba 






,cos . 

Правило-орієнтир розв’язування позиційних задач і алгоритм 

розв’язування метричних задач векторним методом в стереометрії той самий, 

що і в планіметрії яке розглянуте вище. 
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2.3 Метод координат 

 

Деякі метричні задачі зручніше розв’язувати за допомогою координат. 

Перш за все це задачі, в яких мова йде про куб, прямокутний паралелепіпед 

або тетраедр з прямим тригранним кутом. Прямокутна система координат в 

просторі природнім чином пов’язана з цими багатогранниками, при цьому 

серед координат їх вершин багато нулів, що спрощує розрахунки. 

Суть координатного методу, як і векторного, полягає в тому, що 

геометрична задача перекладається на мову алгебри, і її розв’язок зводиться 

до розв’язку рівнянь, нерівностей або їх систем. При розв’язку деяких задач 

даної роботи знадобляться деякі рівняння і формули, які в шкільному курсі 

геометрії не вивчаються. Необхідний додатковий матеріал, який наведено 

нижче. 

Із курсу стереометрії відомо, що рівняння площини, яка проходить 

через точку  0000 ,, zyxM   перпендикулярно нульовому вектору 

 CBAn ,,


 в прямокутній системі координат має вигляд: 

      0000  zzCyyBxxA , або 0 DCzByAx , де 

 000 CzByAxD  . 

Навпаки, будь-яке рівняння першої степені 0 DCzByAx  

визначає в координатному просторі єдину площину, яка перпендикулярна 

вектору з координатами  CBA ,, . 

Положення площині в просторі однозначно визначається знанням 

трьох точок, які не належать одній прямій. Нехай дана площина, яка 

перетинає осі координат в точках  0,0,1 aM  ,  0,,02 bM  ,  cM ,0,03  , 

але яка проходить через початок координат. Підставивши значення цих точок 

в загальне рівняння площини, отримаємо: 0 DAa , 0 DBb , 0 DCc , 

де числа a, b, c и D не дорівнюють нулю. Звідси знаходимо: 
a

D
A


  , 
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b

D
B


 , 

c

D
C


 , і рівняння 0 DCzByAx  зводиться до вигляду: 

1
c

z

b

y

a

x
. Отримане рівняння називають рівнянням площини в відрізках. 

Воно використовується при розв’язанні задач. 

Як відомо, відстань між двома точками  111 ,, zyxA  і  222 ,, zyxB  

обчислюється за формулою:      212
2

12
2

12 zzyyxxAB  . 

Використовуючи цю формулу, легко розрахувати рівняння сфери. 

В прямокутній системі координат рівняння сфери радіуса R з центром в 

точці  cbaC ,,  має вигляд:       2222
Rczbyax  . Якщо центр 

сфери співпадає з початком координат, то рівняння має вигляд 

2222 Rzyx  . 

Розглянемо способи задання прямої в координатному просторі. Нехай 

пряма l проходить через данну точку  0000 ,, zyxM   і паралельна 

нульовому вектору  
321

,, aaaa 


. Вектор a


 називають направляючим 

вектором прямї l (рис. 2.2). 

 

 

Рисунок 2.2 

 

Довільна точка  zyxM ,,  належить прямій l тоді і тільки тоді, коли 

вектори a


 і MM0  колініарні, тобто коли виконується рівність: atMM


0 , 
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або atOMOM


 , де t – деяке число (параметр). Це відношення в 

координатах рівносильне трьом рівнянням: 

 















.

,

,

30

20

10

tazz

tayy

taxx

 

 

Їх називають параметричним рівнянням. 

Якщо пряма l паралельна осі Oz, то вектор  1,0,0k


 є її 

направляючим ветором, і рівняння прямої приймає вигляд: 0xx  , 0yy   

(координата z приймає довільне значення). 

Нехай жодна з координат вектора a


 не дорівнює нулю. Тоді, 

виключивши з отриманих рівнянь параметр t, отримаємо рівняння 

3

0

2

0

1

0

a

zz

a

yy

a

xx 






. Вони називаються канонічними рівняннями прямої. 

Виведемо формулу для розрахунку відстані від точки  0000 ,, zyxM   

до площини  , заданої в прямокутній системі координат рівнянням 

0 DCzByAx . 

 

 

Рисунок 2.3 
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Нехай перпендикуляр, проведений із точки 0M  до площини  , 

перетинає її в точці 1M  (рис. 2.3). Тоді  zzyyxxMM  1110 ,, . 

Так як вектор  CBAn ,,


 перпендикулярний площині   і, отже, 

колінеарний вектору MM0 , то, згідно означення скалярного добутку 

)1(100  MMnMMn


. Позначимо dMM 10 . Тогді 
n

MMn
d

10




. 

Виразимо скалярний добуток, який стоїть в чисельнику дробу, координатами 

векторів n


 і 10MM . Отримаємо: 

 

     

 .
000

01010110

CzByAxCzByAx

zzCyyBxxAMMn






 

 

Точка 1M  належить площині  , тому 0111  DCzByAx . Таким 

чином, маємо: DCzByAxMMn  00010


. Враховуючи, що 

222 CBAn 


, отримаємо:. 
222

000

CBA

DCzByAx
d




  Отже, для того, 

розрахувати відстань від точки 0M  до площини  , треба в многочлен 

DCzByAx   замість x, y, z підставити координати точки 0M , взяти 

модуль отриманого числа і поділити його на число 
222 CBAn 


. 
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2.3.1 Введення косокутної системи для розв’язування афінних та 

метричних задач 

 

В ході застосування векторів (координат) до розв’язування задач, 

необхідно засвоїти наступне: 

а) операції додавання векторів і множення вектора на число, 

обчислення відстані та кути (ці операції, не застосовуються в задачах, в яких 

э такі поняття, як «коло», «бісектриса», «перпендикуляр»); 

б) задачі, в яких мова йде про: паралельні прямі і площини, паралельні 

відрізки (конкретно про паралелограм, трапецію, паралелепіпед, призму, 

середину відрізка, середню лінію трикутника, центральну симетрію, точку 

перетину медіан трикутника й тетраедра) піддаються ефективному 

розв’язанню. 

Суть координатного методу в геометрії полягає в тім, щоб залежності 

між елементами геометричної фігури виразити за допомогою алгебраїчних 

співвідношень. 

Розв’язування афінних задач координатним методом починається з 

побудови афінної (зокрема косокутної) системи координат, в якій потрібно 

знайти координати точок і векторів та скласти рівняння необхідних прямих, 

площин. 

Систему координат можна вводити довільно. Результат розв’язування 

задач не залежить від вибору системи координат. Але від вдалого її вибору 

залежить швидкість і легкість одержання необхідного результату. Тому перш 

ніж вводити систему координат, необхідно проаналізувати задачу, 

встановити координати яких точок потрібно знайти, рівняння яких прямих 

(та площин) одержати й подумати, в якій з обраних систем координат це 

можна зробити простіше. Загальних правил тут немає: кожна задача вимагає 

індивідуального підходу. 
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В статті [9] пропонується один із підходів до вивчення та застосування 

цього методу. Нагадаємо, що афінна (зокрема косокутна) система координат 

є узагальненням прямокутної декартової системи координат. 

Отже, афінна система координат на площині визначається вибором 

точки O(0;0) – початком системи координат і двома базисними (не 

колінеарними) векторами 
1

e , 
2

e  (в загальному випадку різної довжини) зі 

спільним початком у цій точці. Напрямки зазначених векторів визначають 

додатні напрямки відповідних координатних осей 
1

OE , 
2

OE  (рис. 2.4). 

 

 

Рисунок 2.4 

 

а) оскільки вектори 
1

e , 
2

e  не є колінеарними (утворюють базис 

відповідного двовимірного векторного простору), то будь-який вектор m


 

площини (зокрема з початком у точці O) однозначно розкладається за цими  

векторами: 
2211

ememm


 , де 
11

em


, 
22

em


 – це вектори, які колінеарні 

відповідним осям і є сторонами того паралелограма, для якого вектор m


 

співпадає з діагоналлю (Рис. 2.1). 
1

m , 
2

m  – числа, рівні «проекціям» вектора 

m


 відповідно на вісі 
1

OE , 
2

OE , тобто, проводячи через кінець вектора m


 

(точку M ) прямі паралельні осям 
1

OE , 
2

OE , одержимо відповідно точки 
2

М , 

1
М . 



26 

 

Проекції 
1

m , 
2

m , на осі координат будемо називати координатами 

вектора m


 в системі 
1

OE , 
2

OE  (що визначається точкою O і базисними  

векторами 
1

e , 
2

e ) та позначати  
221121

, ememmmm


 ; 

б) під координатами довільної точки M в цій системі координат 

будемо розуміти координати вектора mOM


  (радіус-вектора точки) 

відносно цієї ж системи. Тобто:     .,,
21112121

ememmmOMmmM


  

Якщо в системі 
21

,eeO , задано дві точки: )0,0(),(
21
 ааА  і 

)0,0(),(
21
 bbВ , то координати вектора АВ  визначаються за правилом 

 )(),(
1211

ababАВ  . 

в) дії з векторами в афінній системі координат на площині: нехай 

маємо координати двох векторів ),(
21

xxx 


 і ),(
21

ууу 


 в системі 
21

,eeO . 

Знайдемо скалярний добуток цих векторів: 

 

   

  ,
,

,
,,,

,,,,

,,

2

1

2

212

21

2

1

2122212122121

2

111

2222121221211111

22112211





























у

у

еее

еее
ххеухееухееухеух

ееухееухееухееух

еуеуехехух










 

 

або в скороченій формі 

 

  

















2

1

2221

1211

21
,,

у

у

gg

gg
ххух


,   (2.1) 

 

де 
jijijiij

geeeeeeg 


,cos,
21

, 2,1i , 2,1j .  

Матрицю 









2221

1211

gg

gg
G називають матрицею метричних коефіцієнтів, 

або матрицею Грама. 

Як наслідок з 2.1, маємо, що  
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2

1

2221

1211

21

2

,,
у

у

gg

gg
ххxхx


.   (2.2) 

Косинус кута між векторами можна визначити за формулою   

 

yx

yx
yx 







,
,cos ,     (2.3) 

 

де ух


,  обчислюється за формулою (2.1), а величини x


, y


 – за формулою 

(2.2).  

Аналогічним чином афінна (зокрема косокутна) система координат у 

тривимірному просторі визначається точкою O(0,0,0) – початком системи 

координат і трійкою не компланарних векторів 
321

,, еee


 (таких, що не лежать 

в одній площині) зі спільним початком у цій точці (рис. 2.5). 

 

 

Рисунок 2.5 
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Скалярний добуток векторів ),,(
321

xxxx 


 і ),,(
321

yууу 


, заданих 

своїми координатами в системі 
321

,, еeeO


, обчислюється за аналогічною 

формулою:  

 


































3

2

1

333213

232212

131211

321
,,,

y

у

у

ggg

ggg

ggg

xххyх


,    (2.4) 

 

де 
jijijiij

geeeeeeg 


,cos,
21

, 3,2,1i , 3,2,1j ; 

 

  .,,,

3

2

1

333213

232212

131211

321

2



































х

х

х

ggg

ggg

ggg

xххххх


   (2.5) 

 

Не важко бачити, що:  

 

2

111
eg


 ; 
2

222
eg


 ; 
2

333
eg


 ;  
2121212112

,cos, geeeeeeg 


; 

 
3131313113

,cos, geeeeeeg 


; 

 
3232323223

,cos, geeeeeeg 


.   (2.6) 

 

Таким чином, з вище розглянутих міркувань випливає, що: 

а) геометрична задача на площині повністю визначена, якщо відомі 

дві прилеглі сторони плоскої фігури та кут між ними; 

б) геометрична задача в просторі (тривимірному) визначена, якщо 

відомі три прилеглі ребра просторової фігури й кути між кожною парою цих 

ребер. 

Наступні твердження (1–4) є теоретичною основою, що переводить 

геометричні поняття та властивості на векторну мову алгебри і будуть 

корисними при розв’язувані афінних задач: 
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а) прямі АВ і СD паралельні або співпадають тоді і лише тоді, 

коли СDАВ   , де 0 ; 

б) три точки A, B, C належать одній прямій тоді і лише тоді, коли де 

СDАВ   , де 0 . 

в) якщо точки A, B, C належать одній прямій, то для будь-якої точки 

О має місце співвідношення: 

 

OBOAOC   , де 1  ; 

 

г) для четвірки точок A, B, C, D площини, з яких точки A, B, C не 

належать одній прямій має місце рівність: 

 

ACABAD   , OCOBOAOD   )1( . 

 

І навпаки, якщо виконується одна з наведених рівностей, то 

виконується й друга, а точки A, B, C, D належать одній площині. 

Як було зазначено вище, специфіка обох типів задач полягає в тому, що 

кожна з них є особливою і потребує індивідуального підходу. Саме це і 

становить основну проблему пошуку ефективного їх розв'язання. 

Проте, для деяких метричних задач (задач обчислювального характеру) 

можливим є наступний алгоритм до їх розв’язування. 

Нехай на площині (в просторі) задано фігуру. І нехай a, b (a, b, c) 

довжини сторін (ребер) зі спільною вершиною, кут між якими (кути між 

кожною парою яких) також відомий (відомі). І нехай цими даними 

вичерпується умова задачі. Тоді для застосування координатного методу слід 

виконати наступну послідовність дій: 

а) за початок О афінної системи координат природно обрати 

спільну точку відомих сторін (ребер), покласти її координати рівними нулеві 

О(0,0,0; 
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б) в якості базисних векторів 
21

,ee


 (
321

,, еee


) слід обрати саме ті 

сторони (ребра), довжини та кут між якими є відомими. 

Тоді цілком визначені напрямки базисних векторів, їх довжини та кути 

між ними; 

в) оскільки відомий кут (кути) між базисними векторами, то 

можливим є обчислення метричних коефіцієнтів 
21

,eeg
ij


 

jijiji
geeee  ),(cos


; 

г) відносно системи 
21

,eeO


 (
321

,, еeeO


) знайти координати векторів 

(точок фігури), необхідних для обчислення шуканого елементу. 

На цьому кроці більш ніж доцільно користуватися правилом 

трикутника, поділом направленого відрізка в заданому відношенні; 

д)    користуючись формулами (1) – (6) та результатами попередніх 

кроків, знайти шуканий елемент фігури [9].     

 

2.3.2 Застосування координатного методу при розв’язуванні 

афінних та метричних задач 

 

Часто процес розв’язування геометричної задачі методом координат 

допускає алгоритмічний підхід: 

а) переформулювання умови задачі на умову алгебри; 

б) застосування законів алгебри до знайдених математичних 

залежностей; 

в) інтерпретація кінцевого результату в потрібній термінології. 
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3 ПРАКТИЧНА ЧАСТИНА 

 

 

Доведемо теорему про медіану трикутника двома методами 

(традиційним і векторним). 

Задача 1 Довести, що медіани трикутника перетинаються в одній 

точці, яка ділить кожну з них по відношенню до 2: 1, рахуючи від вершини. 

Спосіб 1 (традиційний метод). На рисунку (3.1) медіани 
1

AA  і 
1

BB  

трикутника ABC перетинаються в точці M: 

 

 

Рисунок 3.1 

 

Доведемо, що 
1

2

1


MB

BM
. 

Проведемо 
11

AAKB . Оскільки CBAB
11

 , то за теоремою Фалеса  

KCKA 
1

, тобто KACA
11

2 . Проте CABA
11

 . Тоді 
1

2

1

1 
KA

BA
. За теоремою 

про пропорційні відрізки  
1

2

1

1

1


KA

BA

MB

BM
. 

Таким чином, медіана 
1

AA , перетинаючи медіану 
1

BB , ділить її у 

відношенні 2 : 1, рахуючи від вершини B . 

Теорему доведено. 
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Спосіб 2 (векторний метод). Візьмемо на медіані CD трикутника ABC 

точку M (рис. 3.2), таку, що 2
MD

CM
 (рис. 1). Відповідно до формули 

розподілу відрізка в даному відношенні 
3

2ODOC
OM


 , де O – довільна 

точка простору. А так як D – середина відрізка AB, то  OBOAOD 
2

1
. З 

цих двох рівностей випливає, що  OCOBOAOM 
3

1
. Нехай точка M' 

ділить будь-яку з двох інших медіан у відношенні 2: 1, рахуючи від вершини. 

Тоді для вектора MO аналогічно отримаємо такий же самий вираз, тобто 

OMMO  . А це означає, що точки M і M' збігаються. Таким чином, всі три 

медіани трикутника ABC мають загальну точку M, яка ділить кожну з них в 

відношенню 2:1, рахуючи від вершини. Теорема доведена. 

 

 

Рисунок 3.2 

 

Далі доведемо теорему про медіану тетраедра двома методами 

(традиційним і векторним). 

Задача 2 Довести, що медіани тетраедра (відрізки, що з'єднують 

вершини з точками перетину медіан протилежних граней) перетинаються в 

одній точці і діляться нею у відношенні 3:1, рахуючи від вершини. 

Спосіб 1 (традиційний метод). Доведемо, що будь-які дві медіани 

тетраедра перетинаються і діляться точкою перетину у відношенні 3:1, 
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рахуючи від вершини. Звідси буде випливати, що через точку, що ділить 

одну із медіан тетраедра у відношенні 3:1, рахуючи від вершини, проходять 

інші три медіани. Нехай M і N – точки перетину медіан граней ABC і ABD 

тетраедра ABCD, K – середина AB. Площина, що проходить через точки D, K 

і C, містить точки M і N, причому боку CK і DK трикутника DKC діляться 

цими точками в одному і тому ж відношенні: CM: MK = DN: NK = 2: 1. 

З подібності трикутників KCD і KMN слідує, що 

1:3::  KMKCMNCD . 

Нехай відрізки DM і CN перетинаються в точці O. З подібності 

трикутників DOC і MON слідує, що OD: OM = OC: ON = CD: MN = 3: 1, що й 

потрібно було довести. 

Спосіб 2 (векторний метод). Візьмемо на медіані DM1 тетраедра 

ABCD точку M таку, що 3
1


MM

DM
 (Рис. 3.3). За формулою розподілу відрізка 

в даному відношенні маємо: 
4

3
1

OMOD
OM


 , де O – будь-яка точка 

простору. 

Враховуючи, що центр ваги 
1

M  трикутника ABC задовольняє 

співвідношенню  OCOBOAOM 
3

1
1

, отримаємо: 

 

 ODOCOBOAOM 
4

1
1

. 

 

Для точки M', що ділить будь-яку з трьох інших медіан тетраедра 

ABCD у відношенні 3: 1, рахуючи від вершини, отримаємо той самий вираз 

(воно симетрично відносно OA , OB , OC і OD ). А це означає, що 

OMMO  , і всі чотири медіани тетраедра перетинаються в одній точці M і 

кожна з них ділиться цією точкою у відношенні 3:1, рахуючи від вершини 

тетраедра. Точку M називають центроїдом тетраедра. 
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Теорема доведена. 

Задача 3 Дано сторони трикутника a, b, c. Знайти медиани, проведені 

до цих сторін. 

Спосіб 1 (традиційний). Розглянемо трикутники АВС і ВОС (рис 3.3). 

Нехай медіана 
b

mBО  . Продовжимо медіану ВO за точку O на відрізок 

OMMD  . Тоді за ознакою паралелограма чотирикутник ABCD ‒ 

паралелограм. За теоремою косинусів, маємо Bcacab  cos2222 . По 

властивостям паралелограма діагоналі діляться точкою перетину на рівні 

частини. За властивостями діагоналей: сума квадратів діагоналей 

паралелограма дорівнює сумі квадратів його сторін. Тепер необхідно 

застосувати наслідок з теореми косинусів, згідно з яким сума квадратів 

діагоналей паралелограма дорівнює сумі подвоєних квадратів його сторін: 

 2222 2 acBDb  , враховуючи, що BOBD 2 , отримаємо 

 2222 24 acmb
b

 , з останьої рівності виведемо 
b

m : 
 

2

2 222 bac
m

b


 . 

Аналогічно можна вивести 
а

m , 
с

m : 
 

2

2 222 aсb
m

а


 , 

 
2

2 222 cbc
m

c


 . 

 

 

Рисунок 3.3 
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Спосіб 2 (векторний). Щоб роз’язати дану задачу векторним методом, 

спочатку необхідно ввести вектори: cBA


 , aBC


 , bAC


 , 
b

mBD


  

(рис. 3.4). Виконуючи правило дій над векторами, запишемо: 








.

,2

bca

mса
b





 

Піднесемо обидві частини, кожної рівності системи до квадрату. 









.2

,42

222

22

bccaa

mссаа
b





 Додавши ці дві рівності, отримаємо: 

2222 422 bmac
b
 . Виведемо з останьої рівності 

b
m


: 
 

2

2 222 bac
m

b


 . 

Аналогічно знаходимо і довжини інших двох медіан: 
 

2

2 222 aсb
m

а


 , 

 
2

2 222 cbc
m

c


 . 

 

 

Рисунок 3.4 

 

Задача 4 Задано трикутник ABC: AB=4, AC=3, BAC= 60 .Знайти 

довжину відрізка AD, якщо точка D поділяє напрямлений відрізок BC  2:3 у 

відношення. 

Спосіб 1 (введення косокутної системи координат). Введемо в 

площині трикутника афінну систему координат з початком в точці А(0,0) та 

базисними векторами АСе 
1


, АВе 

2


. 
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Тоді зрозуміло, що: 3
1
е


, 4

2
е


,    

2

1
,cos60,

2121
 eeее

  . 

Обчислимо метричні коефіцієнти: 9
2

111
 eg


, 16

222
 eg


, 

  6
2

1
43,cos,

2121212112
 geeeeeeg


. 

Тому матриця G має вид: 









166

69
G . 

Зрозуміло, що для знаходження довжини AD, необхідно знайти 

координати вектора OD , які визначаються координатами точки D в системі 

21
,eeO


. Не важко бачити, що точки B і C в системі 
21

,eeO


 мають координати 

С(1,2), В(0,1). За умовою точка D ),(
21

dd  поділяє напрямлений відрізок ВС  у 

відношенні 3:2 . Тоді за формулами координат точки, яка поділяє 

напрямлений відрізок у відношенні  , маємо: 
5

2

3

2
1

3

2
10

1






d , 

5

3

3

2
1

3

2
00

2






d . Звідки 








5

3
,

5

2
D . А тому 










5

3
,

5

2
OD . 

Знайдемо довжину відрізка AD : 

.7
5

6

25

252
)360236(

25

1

3

2
)4812,1818(

25

1

5

3

5

2

16
5

3
6

5

2
,6

5

3
9

5

2

5

3
5

2

166

69

5

3
,

5

2
,

2

2
2





















































































 ADADADAD
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Таким чином 7
5

6
AD . 

Спосіб 2 (традиційний). Розглянемо рис. 3.5. 

Спочатку знайдемо довжину ВС, за допомогою теореми косинусів: 

 12916
2

1
3423460cos2 2222 ACABACABBC  

13 . 

Знайдемо довжину DC : 1332  xx ; 135 x ; 
5

13
x . Звідси 

.
5

13
33  xDС  

Тепер знайдемо, чому дорівнює Ccos : 

13

1

1332

4133

2
cos

22222












BCAC

ABBCAC
C . 

Залишилось знайти AD: 

 

.
6

7
6

25

252

5

18

25

117
9

13

1

5

133
32

5

133
3

cos2
2

2

22
















 CDCACDCACAD

 

 

 

Рисунок 3.5 

 

Задача 5 Довести теорему Піфагора: в прямокутному трикутнику 

квадрат гіпотенузи дорівнює сумі квадратів катетів. 
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Спосіб 1 (традиційний). Нехай трикутник АВС ‒ прямокутний 

трикутник з прямим кутом С. Проведем з вершини С на гіпотенузу АВ висоту 

СН (рис. 3.6). 

 

 

Рисунок 3.6 

 

Прямокутний трикутник АСН подібний трикутнику АВС по двом кутам 

 90 СНААСВ , А  ‒ спільний . Аналогічно СВН подібний 

трикутнику АВС. 

Введемо позначення ВС=а, АС=b, АВ=c.З подібності трикутника 

отримаємо, що 
а

НВ

с

а
 , 

b

AН

с

b
 . Звідси маємо, що НВса 2

, AНсb 2
. 

Склавши отримані рівності, отримаємо  )(22 AHНВсbа  

 AВсbа 22  ссbа 22 222 сbа  . Теорема доведена. 

Спосіб 2 (координатний). Введемо прямокутну декартову систему 

координат. 
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Рисунок 3.7 

 

Нехай трикутник АВС ‒ прямокутний трикутник з прямим кутом С. 

Точка С ‒ початок координат. Нехай вершини трикутника АВС мають 

координати: )0,(аА , ),0( bВ , )0;0(C , де 0а , 0b  (рис 3.7). 

Значить, 

22 bВС  , 
22 аСА  , 

222 САВСАВ  . 

Що і треба було довести. 
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ВИСНОВКИ 

 

 

Геометрія розділилась на ряд дисциплін – проективна геометрія, афінна 

геометрія, метрична геометрія і т.д. Кожна з яких вивчає властивості однієї з 

груп геометричних перетворень. Ідея геометричних перетворень стає з цього 

часу домінуючою ідеєю в подальшому розвитку геометричної науки. 

В даній роботі проаналізовані основні методи розв’язання афінних та 

метричних задач, а саме традиційний, векторний, координатний методи. При 

розв’язанні однієї з задач практичної частини виникла необхідність 

об’єднати два методи одночасно (векторний і координатний). 

Також аналізуючи результати проведених досліджень, було отримано 

наступні висновки: 

‒ традиційні методи розв’язання афінних та метричних задач 

грунтуюються на основних теоремах та властивостях геометричних фігур, які 

вивчаються в школі; 

‒ векторний метод розв’язання задач потребує наступних навиків: 

вміння переводити геометричні тверження на векторну мову (і навпаки), 

вміння користуватися діями над векторами; 

‒ векторний метод не завжди можна використовувати. Все 

залежить від конкретної задачі. Але можна визначити основні прийоми, які 

можуть бути корисними при розв’язанні афінних та метричних задач. 

В другому розділі дипломної роботи також розглянуто: загальні 

алгоритми розв’язування метричних задач векторним та координатним 

методами в тому числі при введенні косокутної системи координат. 

Доцільність та ефективність кожного з методів залежить безпосередньо 

від навиків людини, яка роз’язує задачі. Як показує статистика, то учні 

здебільшого застосовують традиційні методи. Все тому що на вивчення 

даних методів учням за загальноосвітньою програмою приділяється достатня 

увага, на відміну від векторного та координатного. Але в більшості випадках 
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координатний та векторний методи значно заощяджуть час при розв’язанні 

задачі. 
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