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РЕФЕРАТ 

 

 

Кваліфікаційна робота магістра «Узагальнення деяких задач та 

алгоритмів дискретної математики»: 51 с., 7 рис., 16 джерел, 4 додатки. 

БІНОМ НЬЮТОНА, ВЕРШИНА ГРАФА, ГРАФ, КОМБІНАТОРИКА, 

КОРІНЬ СТЕПЕНЯ N, НЕОРІЄНТОВАНИЙ ГРАФ, НЕПОМІЧЕНИЙ ГРАФ. 

Об’єкт дослідження – графи без петель та кратних ребер, дійсні числа. 

Мета роботи: порівняти результати застосування різних алгоритмів 

добування кореня n-го степеня, порівняти результати застосування формули 

Харарі та доведених рекурентних співвідношень для знаходження кількостей 

непомічених неізоморфних графів із заданим числом вершин та ребер. 

Методи дослідження – аналітичний, графічний. 

У першому розділі кваліфікаційної роботі магістра розглянуто алгоритм 

обчислення кореня n-го степеня, який обґрунтовується властивостями 

біноміальних коефіцієнтів. Другий розділ присвячено неорієнтованим 

неізоморфним непоміченим графам без петель та кратних ребер. Застосовано 

пакет Maple для обчислення перераховуючого многочлена для графів із 

заданою кількістю вершин. Знайдено деякі відсутні елементи в таблиці 

кількостей неізоморфних непомічених графів. 

  



 

 

SUMMARY 

 

 

Master’s Qualification Thesis «The Extension of the Certain Problems and the 

Algorithms of the Discrete Mathematics»: 51 pages, 7 figures, 16 references, 

4 supplements.  

NEWTON BINOMIAL, VERTEX, GRAPH, COMBINATORICS, NTH 

ROOT, UNDIRECTED GRAPH, UNLABELED GRAPH. 

The objects of the study are graphs without loops and multiple edges, real 

numbers.  

The aim of the study is to compare results of applying different algorithms of 

extracting 𝑛th root, to compare results of applying Harary’s formula and proved 

recurrence relations for calculating numbers of unlabeled non-isomorphic graphs with 

given number of vertices and edges.  

The methods of research are analytic and graphic. 

In first part of master’s qualification thesis algorithm of calculation of nth root 

that explained by properties of binomial coefficients was considered. In second part 

of master’s qualification thesis undirected, non-isomorphic, unlabeled graphs were 

considered. Maple software for calculation of enumerating polynomial for graphs 

with given number of vertices was applied. Some unknown elements in the table of 

numbers of non-isomorphic, unlabeled graphs were found. 
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ВСТУП 

 

 

Математика загалом є доволі вагомою та невід’ємною частиною нашої 

культури. Математика є наукою, в якій вивчаються математичні структури на 

множинах та властивості їх взаємодії. Вона зародилася тисячі років тому. Від 

самого початку математику можна умовно розділити на дискретну і 

континуальну (неперервну) математику. До континуальної математики 

відноситься все, що містить ідеї теорії границь, неперервності тощо. Все інше є 

дискретною математикою (discrete mathematics). Головною її специфікою є 

дискретність, тобто антипод неперервності. Дискретною математикою 

називають область математики, що вивчає дискретні математичні об'єкти і 

структури. Її елементи виникли в далекій давнині. З незапам'ятних часів відомі 

комбінаторно-логічні завдання, розв’язання яких пов'язане з перебором 

комбінацій дискретних об'єктів і логічним аналізом варіантів, які можуть 

виникнути за умовами задачі. Деякі задачі комбінаторики та логіки збереглися 

до нашого часу.  

З найдавніших часів дискретні системи знаходять застосування в 

обчислювальній практиці. Широко відомі винайдені в давнину різні системи 

подання чисел, а також – алгоритми виконання арифметичних операцій над 

даними числами, розв’язання рівнянь і т.д., всюди поширені були дискретні 

обчислювальні пристосування: абак, різні види рахунків. Розвиваючись 

паралельно з іншими розділами математики, елементи дискретної математики 

були їх складовою частиною. Найважливіші приклади дискретних 

математичних об'єктів: натуральний ряд чисел; кінцеве безліч елементів 

довільної природи; функція (відображення) з кінцевого безлічі в кінцеве безліч; 

слово (послідовність символів) і формальну мову (безліч слів) в кінцевому 

алфавіті; кінцевий граф і інші. Змістовно дискретний об'єкт зазвичай мислиться 

як що складається з строго відокремлених один від одного неподільних частин. 
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Об'єкти розглядають як дискретні також в тих випадках, коли з яких-небудь 

причин відволікаються від властивих їм властивостей безперервності. 

У широкому сенсі дискретна математика включає в себе такі давно 

сформовані розділи математики, як теорія чисел, алгебра, теорія множин, 

математична логіка та інші. У вузькому сенсі дискретна математика 

складається з ряду спеціальних розділів і порівняно нових галузей, які почали 

розвиватися великими кроками у середині минулого століття в зв'язку зі 

створенням та поступовим впровадженням в усі сфери життя ЕОМ і цифрових 

технологій. До таких розділів можна віднести теорію функціональних систем, 

теорію графів і мереж, комбінаторний аналіз, теорію автоматів і алгоритмів, 

теорію кодування, теорію синтезу керуючих систем, дискретну геометрію та ін.   
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1 УЗАГАЛЬНЕННЯ АЛГОРИТМУ ДОБУВАННЯ  

КВАДРАТНОГО КОРЕНЯ З ЧИСЛА НА ВИПАДОК 

ДОВІЛЬНОГО СТЕПЕНЯ 

  

 

1.1 Теоретичні відомості з комбінаторики 

 

Наведемо деякі відомі означення з комбінаторики. 

Факторіалом натурального числа 𝑛 називається добуток усіх натуральних 

чисел від 1 до 𝑛 включно. Його можна записати у вигляді: 

 

𝑛! = ∏ 𝑘

𝑛

𝑘=1

= 1 ∙ 2 ∙ … ∙ (𝑛 − 1) ∙ 𝑛. 

 

Перестановкою множини з 𝑛 елементів називають розташування 

елементів даної множини у деякому визначеному порядку. Число усіх 

перестановок з 𝑛 елементів обчислюється за формулою 

 

𝑃𝑛 = 𝑛 ∙ (𝑛 − 1) ∙ … ∙ 2 ∙ 1 = 𝑛!. 

 

Розміщеннями множини з 𝑛 елементів по 𝑘 елементів (𝑘 ≤ 𝑛) 

називаються комбінації, які складені з елементів даної множини та 

відрізняються самими елементами та їх порядком. Число розміщень множини з 

𝑛 елементів по 𝑘 дорівнює 

 

𝐴𝑛
𝑘 =

𝑛!

(𝑛 − 𝑘)!
. 

 

Сполуками з 𝑛 різних елементів по 𝑘 елементів називають комбінації, які 

складені з даних елементів та відрізняються хоча б одним елементом. Головна 
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відмінність сполуки від розміщення полягає у тому, що сполука є 

неупорядкованим набором. Формула для обчислення кількості сполук виглядає 

таким чином: 

 

𝐶𝑛
𝑘 =

𝑛!

𝑘! (𝑛 − 𝑘)! 
. 

 

Дані числа називаюсь також біноміальними коефіцієнтами. Вони 

застосовуються у формулі бінома Ньютона, яка має вигляд  

 

(𝑎 + 𝑏)𝑛 = ∑ 𝐶𝑛
𝑘𝑎𝑛−𝑘𝑏𝑘

𝑛

𝑘=0

. 

 

Біноміальні коефіцієнти утворюють добре відому структуру, яка має 

назву «трикутник Паскаля». Це нескінчена трикутна таблиця, у якій на вершині 

та по бічним сторонам розташовані одиниці, а кожне з інших чисел дорівнює 

сумі двох чисел, які стоять над ним у попередньому рядку, тобто має місце 

наступна властивість біноміальних коефіцієнтів: 

 

𝐶𝑛
𝑘 + 𝐶𝑛

𝑘+1 = 𝐶𝑛+1
𝑘+1. 

 

 

Рисунок 1.1 – Трикутник Паскаля до сьомого рядка   
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Також відома властивість суми всіх біноміальних коефіцієнтів, які 

входять до одного рядка трикутника Паскаля: 

 

∑ 𝐶𝑛
𝑘

𝑛

𝑘=0

= 2𝑛. 

 

 

1.2 Обґрунтування кроків алгоритму  

 

Арифметичним коренем 𝑛-ого степеня додатного дійсного числа A 

називається додатний дійсний розв’язок рівняння  

 

𝑥𝑛 = 𝐴 → 𝑥 = √𝐴
𝑛

. 

 

Існує алгоритм знаходження кореня 𝑛-го степеня, який виводиться з 

чисельного методу Ньютона знаходження коренів рівняння на даному відрізку. 

Цей метод є ітераційним і використовує деяке початкове наближення, а для 

збільшення точності використовуються похідні. Під час дослідження 

властивостей коренів 𝑛-го степеня було виведено алгоритм, який точно 

обчислює корінь 𝑛-го степеня з числа 𝐴. 

Для обчислення точного значення квадратного кореня відомий алгоритм, 

з яким зазвичай знайомлять у школі. Комбінаторний аналіз даного алгоритму 

показав, що його можна узагальнити на випадок кореня 𝑛-го степеня. Для 

реалізації виконується наступна послідовність дій: 

Дія 1 Розбити число, корінь з якого потрібно знайти, на групи цифр по 𝑛, 

починаючи з розряду одиниць. Якщо число має дробову частину, записану 

десятковим дробом, її також розбивати на групи цифр, але розбиття починати з 

першого знаку після коми. Кількість цифр в останній групі може бути менше 

або дорівнювати 𝑛. Кількість отриманих груп цифр в цілій частині початкового 
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числа дорівнюватиме кількості цифр в цілій частині обчисленого кореня. Даний 

крок пояснюється тим, що при піднесенні 𝑘-цифрового числа до степеня 𝑛 

кількість цифр не буде перевищувати 𝑘𝑛. 

Дія 2 Здобути корінь з недоліком з групи цифр, яка містить найбільші 

розряди. Для цього корисно знати значення 𝑛-их степенів чисел від 1 до 9.  

Дія 3 Відняти отримане в дії 2 значення в степені 𝑛 від даної групи цифр. 

Остачу записати і дописати до нього наступну групу цифр. 

Дія 4 Скласти нерівність виду 

 

𝑥(𝑞𝑛−1 ∙ 𝐶𝑛
1 ∙ 10𝑛−1 + 𝑞𝑛−2 ∙ 𝐶𝑛

2 ∙ 10𝑛−2 ∙ 𝑥 + 𝑞𝑛−3 ∙ 𝐶𝑛
3 ∙ 10𝑛−3 ∙ 𝑥2 + ⋯ + 𝑞2

∙ 𝐶𝑛
𝑛−2 ∙ 102 ∙ 𝑥𝑛−3 + 𝑞 ∙ 𝐶𝑛

𝑛−1 ∙ 101 ∙ 𝑥𝑛−2 + 𝑥𝑛−1) ≤ 𝑟,  

 

де 𝑞 – число, складене з вже відомих цифр; 𝑥 – невідома змінна, що дорівнює 

деякій цифрі в запису значення кореня; 𝑟 – залишок з обчислення попередніх 

цифр. 

Дія 5 Розв’язати нерівність, записану в дії 4, враховуючи умову 

 

𝑥 ∈ [0; 9] ∩ ℤ. 

 

Найбільше значення 𝑥 і буде шуканою цифрою. Якщо у результаті 

виходить, що 𝑥 не задовольняє даній умові (наприклад, 𝑥 ≥  10), це свідчить 

про те, що в попередніх обчисленнях було допущено помилку. 

Дія 6 Записати нову остачу, яка отримується з різниці попередньої остачі 

і значення лівої частини нерівності при знайденому значенні змінної.  

Дія 7 Повторювати пункти 4-6 до тих пір, поки існують групи цифр, які 

ще не були розглянуті. 

Перейдемо до обґрунтування послідовності дій. В даному алгоритмі 

використовуються властивості бінома Ньютона, оскільки кожне число ми 

можемо представити у вигляді 𝑛-го ступеня суми деяких чисел. Причому існує 
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можливість звести поліном до біному, тому що шукане число можна подати в 

наступному вигляді: 

 

(10𝑛𝑎𝑛 + 10𝑛−1𝑎𝑛−1 + ⋯ + 102𝑎2 + 10𝑎1 + 𝑎0)𝑛 = 

= (10𝑎𝑛𝑎𝑛−1 … 𝑎2𝑎1̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ + 𝑎0)𝑛. 

 

В свою чергу, перший доданок бінома Ньютона може бути поданий у 

наступному вигляді: 

 

10𝑎𝑛𝑎𝑛−1 … 𝑎2𝑎1̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ = 100𝑎𝑛𝑎𝑛−1 … 𝑎2̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ + 10𝑎1. 

 

Аналогічно розкладається і отриманий добуток: 

 

100𝑎𝑛𝑎𝑛−1 … 𝑎2̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ = 1000𝑎𝑛𝑎𝑛−1 … 𝑎3̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ + 100𝑎2. 

 

Цей процес можна повторювати доти, доки не отримаємо представлення 

числа у вигляді суми добутків цифри на степінь числа 10. Звідси маємо, що, 

наприклад, куб чотиризначного числа можна записати так: 

 

(103𝑎 + 102𝑏 + 10𝑐 + 𝑑)3 = (10𝑎𝑏𝑐̅̅ ̅̅ ̅ + 𝑑)
3

= 

= 𝐶3
0103(𝑎𝑏𝑐̅̅ ̅̅ ̅)

3
+ 𝐶3

1102(𝑎𝑏𝑐̅̅ ̅̅ ̅)
2

𝑑 + 𝐶3
210(𝑎𝑏𝑐̅̅ ̅̅ ̅)𝑑2 + 𝐶3

3𝑑3. 

 

 

1.3 Порівняння різних методів добування кореня 

 

Розглянемо метод знаходження кореня 𝑛-го степеня, який виводиться з 

чисельного методу Ньютона. Його суть полягає у тому, що спочатку робиться 

початкове припущення 𝑥0, а потім застосовується ітераційна формула  
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𝑥𝑘+1 =
1

𝑛
((𝑛 − 1)𝑥𝑘 +

𝐴

𝑥𝑘
𝑛−1 ). 

 

Ітераційний процес триває до моменту отримання необхідної точності 

обчислення. 

Для прикладу обчислимо корінь 5-го степеня з числа 10. Використання 

чисельного методу дасть наступний результат. Нехай маємо початкове 

припущення  

 

𝑥0 = 1. 

 

Виконуємо ітерації: 

 

𝑥1 =
1

5
(4𝑥0 +

10

𝑥0
4  ) =

1

5
(4 + 10) =

14

5
= 2.8; 

𝑥2 =
1

5
(4𝑥1 +

10

𝑥1
4  ) =

1

5
(4 ∙

14

5
+

10

(
14
5

)
4) ≈ 2.2725; 

𝑥3 =
1

5
(4𝑥2 +

10

𝑥2
4  ) ≈ 1.893; 

𝑥4 =
1

5
(4𝑥3 +

10

𝑥3
4  ) ≈ 1.6701; 

𝑥5 =
1

5
(4𝑥4 +

10

𝑥4
4  ) ≈ 1.59315; 

𝑥6 =
1

5
(4𝑥5 +

10

𝑥5
4  ) ≈ 1.58497. 

 

Точне значення кореня 5-го степеня з 10 дорівнює 

 

√10
5

= 1.584893192461113485 … 
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Результат, отриманий даним методом, збігається з відомим результатом 

обчислення з точністю до третього знаку після коми. Причому це було 

отримано лише після 6-ої ітерації. До 5-ої ітерації включно збігалася лише ціла 

частина шуканого числа. 

Тепер застосуємо алгоритм, запропонований у даній роботі. Запишемо 

число 10 у вигляді десяткового дробу з деякою кількістю нулів у дробовій 

частині: 

 

10 = 10.0000000000000000 … 

 

Дія 1 Розбиваємо число на групи по 5, починаючи з найменших розрядів: 

10.00000’00000’00000’00000’000… Оскільки група цифр у цілій частині одна, з 

цього випливає, ціла частина шуканого числа буде містити одну цифру. 

Дія 2 З групи цифр, яка містить найбільші розряди, здобуваємо корінь з 

недоліком. Тобто 

 

[√10
5

] = 1. 

 

Отримали, що цифра в найбільшому розряді шуканого числа дорівнює 1, 

а оскільки це єдина група цифр, робимо висновок, що ціла частина шуканого 

кореня дорівнює 1. 

Дія 3 Віднімаємо з даної групи цифр одиницю у п’ятому степені, а до 

отриманої різниці конкатенуємо наступну групу чисел. Тобто  

 

10 − 1 = 9. 

 

Конкатенація 9 та 00000 дасть число 900000. 

Дія 4 Складаємо нерівність, підставляючи знайдену цифру 
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𝑥(14 ∙ 5 ∙ 104 + 13 ∙ 10 ∙ 103 ∙ 𝑥 + 12 ∙ 10 ∙ 102 ∙ 𝑥2 + 1 ∙ 5 ∙ 10𝑥3 + 𝑥4) ≤ 900000. 

 

Дія 5 Знаходимо найбільший цілий розв’язок нерівності у межах від 0 до 

9: 

 

𝑥(50000 + 10000𝑥 + 1000𝑥2 + 50𝑥3 + 𝑥4) ≤ 900000; 

𝑥 = 5. 

 

Дія 6 Віднімаємо з даної групи цифр значення лівої частини нерівності 

при знайденому 𝑥, а до отриманої різниці конкатенуємо наступну групу чисел. 

Тобто  

 

900000 − 659375 = 240625. 

 

Конкатенація 240625 і 00000 дає число 24062500000. 

Повторюємо дії 4-6 для знаходження третьої цифри, яка буде другою 

після коми:  

 

𝑥(154 ∙ 5 ∙ 104 + 153 ∙ 10 ∙ 103 ∙ 𝑥 + 152 ∙ 10 ∙ 102 ∙ 𝑥2 + 15 ∙ 5 ∙ 10𝑥3 + 𝑥4) ≤ 

≤ 24062500000; 

𝑥(𝑥4 + 750𝑥3 + 225000𝑥2 + 33750000𝑥 + 2531250000) ≤ 24062500000; 

𝑥 = 8; 

24062500000 − 22528304768 = 1534195232; 

𝑐𝑜𝑛𝑐𝑎𝑡(1594195232,00000) = 153419523200000. 

 

Ті ж самі дії робимо для обчислення четвертої цифри: 

 

𝑥(1584 ∙ 5 ∙ 104 + 1583 ∙ 10 ∙ 103 ∙ 𝑥 + 

+1582 ∙ 10 ∙ 102 ∙ 𝑥2 + 158 ∙ 5 ∙ 10𝑥3 + 𝑥4) ≤ 153419523200000; 

𝑥 = 4; 
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153419523200000 − 125272948839424 = 28146574360576; 

𝑐𝑜𝑛𝑐𝑎𝑡(28146574360576,00000) = 2814657436057600000. 

 

Звідси маємо, що корінь 5-го степеня з 10 після знаходження чотирьох 

цифр дорівнює 1,584. Цей результат збігається з даним з точністю до третього 

знаку після коми, причому з кожним новим повторенням дій 4-6 буде точно 

обчислюватися цифра, яка стоїть на кожному наступному місці.  
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2 ЗАДАЧА ПЕРЕРАХУВАННЯ 

НЕПОМІЧЕНИХ НЕІЗОМОРФНИХ ГРАФІВ 

 

 

2.1 Зв’язок між цикловими індексами 

 

У даному розділі будемо розглядати лише неорієнтовані графи з 

𝑛 вершинами та 𝑚 ребрами або інакше (𝑛, 𝑚)-графи без петель та кратних 

ребер. Задача перерахування непомічених графів на 𝑛 вершинах для довільного 

значення параметра 𝑛 є більш складною, якщо порівнювати її із задачею 

перерахування відповідних помічених графів. Для перерахування непомічених 

неізоморфних графів застосовують підстановки. 

Підстановкою степеня 𝑛 називають бієкцію 𝑛-елементної множини 

перших 𝑛 натуральних чисел на себе. Вона задається таблицею 

 

(
1 2 … 𝑛

𝜋(1) 𝜋(2) … 𝜋(𝑛)
).    (2.1) 

 

У даному випадку другий рядок (𝜋(1), 𝜋(2), … , 𝜋(𝑛)) таблиці підстановки 

є перестановкою елементів множини. Також підстановка може бути подана у 

вигляді добутку циклів, які не перетинаються.  

Розглянемо групу  𝑆𝑛 порядку 𝑛! всіх можливих підстановок і групу 𝑆𝑛
(2)

 

на множині всіх можливих пар натуральних чисел від 1 до 𝑛 без повторень, яка 

має вигляд  

 

{{1,2}, {1,3}, … , {1, 𝑛}, {2,3}, … {2, 𝑛}, … {𝑛 − 1, 𝑛}}. 

  

Степінь кожної підстановки із 𝑆𝑛
(2)

 дорівнює 𝑑 = 𝐶𝑛
2.  Кожна підстановка 

𝜎 з групи 𝑆𝑛 індукує підстановку 𝜎′ з групи 𝑆𝑛
(2)

 наступним чином:  
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𝜎′{𝑖, 𝑗} = {𝜎𝑖, 𝜎𝑗},  

 

де 𝑖 та 𝑗 змінюються у межах від 1 до 𝑛.  

Кількість елементів групи 𝑆𝑛
(2)

 дорівнює 𝑑!. Цикловим індексом групи 𝑆𝑛 

називається многочлен від 𝑛 змінних 𝑎1, 𝑎2, … , 𝑎𝑛,  який задається формулою 

 

𝑍(𝑆𝑛) =
1

|𝑆𝑛|
∑ (∏ 𝑎𝑘

𝑗𝑘(𝛼)

𝑛

𝑘=1

)

𝛼∈𝑆𝑛

, 

 

де 𝑗𝑘(𝛼) є 𝑘-тою координатою 𝑛-вимірного вектору, який відповідає певному 

розбиттю числа 𝑛.  

Наприклад, розбиттю 3+2+1 числа 6 відповідає вектор (1,1,1,0,0,0), 

оскільки у даному розбитті одиниця, двійка та трійка зустрічається рівно один 

раз, а інші числа не зустрічаються. Таких 6-вимірних векторів буде 11, оскільки 

існує 11 варіантів розбиття числа 6 на суму натуральних доданків. 

Цикловим індексом групи 𝑆𝑛
(2)

 буде многочлен від 𝑑 змінних, визначений 

формулою  

 

𝑍 (𝑆𝑛
(2)

) =
1

𝑛!
∑(

𝑛!

∏ (𝑘𝑗𝑘(𝛼) ∙ 𝑗𝑘(𝛼)!)𝑛
𝑘=1

∙ ∏(𝑎𝑘𝑎2𝑘
𝑘−1)

𝑗2𝑘(𝛼)

[
𝑛
2

]

𝑘=1𝑖

× 

× ∏ 𝑎2𝑘+1
𝑘∙𝑗2𝑘+1

[
𝑛−1

2
]

𝑘=0

∙ ∏ 𝑎
𝑘

𝑘∙𝐶𝑗𝑘
2

[
𝑛
2

]

𝑘=1

∙ ∏ 𝑎
НСК(𝜉𝑘,1,𝜉𝑘,2)

НСД(𝜉𝑘,1,𝜉𝑘,2)∙𝑗𝜉𝑘,1
∙𝑗𝜉𝑘,2

𝐶𝑛−1
2

𝑘=1

), 

 

де 𝜉𝑘,1 та 𝜉𝑘,2 – елементи 𝑘-ої пари з множини всіх можливих пар натуральних 

чисел від 1 до 𝑛 − 1 без повторень, 𝑖 – номер розбиття числа 𝑛.  
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Якщо відомий цикловий індекс групи підстановок, які складаються з 𝑛 

елементів, то з’являється можливість обчислити перераховуючий многочлен 

степеня 𝑑. Для цього необхідно підставити в кожну змінну 𝑎𝜓 двочлен 1 + 𝑥𝜓, 

де 𝜓 змінюється у межах від 1 до 𝑑, а після цього – спростити, розкриваючи 

дужки та зводячи подібні доданки. Коефіцієнти отриманого многочлена при 

відповідних степенях змінної 𝑥 будуть кількістю неізоморфних непомічених 

графів із заданим числом ребер. 

 

 

2.2 Використання пакету Maple для обчислення кількостей графів  

 

Для обчислення кількості непомічених неізоморфних графів за 

допомогою Maple було створено робочий лист, на якому реалізовано наступну 

послідовність дій: 

Крок 1 Задається число вершин графа (позначено літерою 𝑛). 

Крок 2 Підключається модуль «combinat», оскільки для подальших 

обчислень будуть необхідні функції, які закладені у даний модуль.  

Крок 3 Обчислюються усі можливі розбиття числа 𝑛 та їх кількість. Тут 

розбиття числа подається у вигляді множини. Кількість розбиттів числа 𝑛 

позначено літерою 𝑜. Послідовність кількості розбиттів числа на натуральні 

доданки записана в онлайн-енциклопедії [15]. 

Крок 4 За допомогою функції 𝑐ℎ𝑜𝑜𝑠𝑒 змінним 𝐵[𝑖] надаються усі можливі 

двохелементні множини, які містять числа від 1 до 𝑛 − 1 без повторень. 

Крок 5 Змінним 𝐶[𝑖] за функції numelems надається значення кількості 

елементів у множині розбиття числа 𝑛. Кількість цих змінних дорівнює 

кількості розбиттів.  

Крок 6 Оголошуємо новий набір змінних з подвійними індексами 𝑗[𝑙, 𝑖], 

де 𝑙 = 1 … 𝑜, 𝑖 = 1 … 𝑛. Надаємо їм значення від 0 до 𝑛 в залежності від того, 

скільки разів зустрічається число 𝑖 у 𝑙-тому розбитті числа 𝑛.  
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Крок 7 Обчислюємо множники першого типу із формули Харарі: 

 

𝑛!

∏ (𝑞𝑗[𝑖,𝑞] ∙ 𝑗[𝑖, 𝑞]!)𝑛
𝑞=1

.  

 

Кількість таких множників дорівнює кількості розбиттів числа 𝑛 на 

натуральні доданки.  

Крок 8 Знаходимо наступні величини: 

 

𝑢1 ≔ 𝑡𝑟𝑢𝑛𝑐 (
𝑛

2
) ; 

𝑢2 ≔ 𝑡𝑟𝑢𝑛𝑐 (
𝑛 − 1

2
) ; 

𝑢3 ≔ 𝐶𝑛
2; 

𝑢4 ≔ 𝐶𝑛−1
2 . 

 

Вони стануть у нагоді для обчислення множників інших типів із формули 

Харарі. 

Крок 9 Змінним 𝑇[𝑖] привласнюються значення найбільшого спільного 

дільника елементів множин 𝐵[𝑖], а змінним 𝑉[𝑖] надається значення 

найменшого спільного кратного елементів множин 𝐵[𝑖]. Кількість змінних 

такого типу дорівнює 𝑢4. 

Крок 10 Змінним 𝑊𝑟[𝑚, 𝑖] та 𝑊𝑠[𝑚, 𝑖], де 𝑚 змінюється від 1 до 𝑜, 𝑖 

змінюється від 1 до 𝑢4, надаються значення 𝑗[𝑚, 𝐵[𝑖, 1]] та 𝑗[𝑚, 𝐵[𝑖, 2]] 

відповідно.   

Крок 11 Обчислення кожного доданку формули Харарі, яку наведено в 

пункті 2.1.  

Крок 12 Утворення перераховуючого многочлена підсумовуванням 

доданків, отриманих у попередньому кроці. 

Крок 13 Підстановка 𝑎[𝑖] = 1 + 𝑥𝑖 , 𝑖 = 1 … 𝑢3. 
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Крок 14 Спрощення многочлена із кроку 12. 

 

 

Рисунок 2.1 – Код програми на робочому листі Maple 

 

Результати обчислень для графів з 21, 22, 23 та 24 вершинами з 

використанням Maple наведені у Додатку А, Додатку Б, Додатку В та Додатку Г 

відповідно. 

 

 

2.3 Обчислення невідомих елементів таблиці 

 

Розглянемо таблицю кількостей неізоморфних непомічених (𝑛, 𝑚)-графів, 

яку можна знайти в онлайн-енциклопедії цілочислових послідовностей під 

номером A008406. Наведемо деякі властивості таблиці, що розглядається.  

Властивість 2.1 Для будь-якого 𝑛 ≥ 2 кількість елементів у 𝑛-му рядку 

дорівнює 𝐶𝑛
2 + 1. 

Властивість 2.2 Кожен рядок таблиці є симетричним, тобто 
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𝑇(𝑛, 0) = 𝑇(𝑛, 𝐶𝑛
2), 

 

де 𝑇(𝑛, 𝑚) – кількість неізоморфних непомічених (𝑛, 𝑚)-графів. 

Властивість 2.3 Сума елементів кожного рядка утворює цілочислову 

послідовність A000088 [3].  

В кваліфікаційній роботі бакалавра було доведено наступне  

Твердження 2.1 Кількість неізоморфних непомічених графів з 𝑚 ребрами 

та 2𝑚 вершинами, де 𝑚 > 1, дорівнює сумі кількостей графів з одним ребром 

та графів з 2𝑚 − 1 вершинами та 𝑚 ребрами, тобто виконується рівність:  

 

𝑇(2𝑚, 𝑚) = 𝑇(2𝑚, 1) + 𝑇(2𝑚 − 1, 𝑚). 

 

На основі цього можна вивести деякі рекурентні співвідношення, які 

дадуть змогу обчислити невідомі елементи рядків таблиці з елементів 

двадцятого, дев’ятнадцятого і так далі рядка, починаючи з двадцять першого, 

не застосовуючи формулу, яку розглядав Харарі у своїх працях [5,6], і яка 

наведена в пункті 2.1. Для обчислення елементів непарних рядків стануть у 

нагоді наступні рекурентні співвідношення: 

 

𝑇(2𝑚 − 1, 𝑚) = 𝑇(2𝑚 − 2, 𝑚) + 1, 

𝑇(2𝑚 − 1, 𝑚) = 𝑇(2𝑚 − 3, 𝑚) + 4, 

𝑇(2𝑚 − 1, 𝑚) = 𝑇(2𝑚 − 4, 𝑚) + 11, 

𝑇(2𝑚 − 1, 𝑚) = 𝑇(2𝑚 − 5, 𝑚) + 29, 

𝑇(2𝑚 − 3, 𝑚) = 𝑇(2𝑚 − 5, 𝑚) + 25, 

𝑇(2𝑚 − 3, 𝑚) = 𝑇(2𝑚 − 6, 𝑚) + 67. 

 

Наприклад, необхідно обчислити 𝑇(21,11) – елемент 21-го рядка, який не 

записано у таблиці. Оскільки 𝑚 = 11, тоді 21 = 2𝑚 − 𝑎, звідки 𝑎 = 1. 

Застосуємо отримані рекурентні співвідношення.  
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𝑇(21,11) = 𝑇(19,11) + 4 = 15211 + 4 = 15215. 

 

При 𝑚 = 11 можна обчислити також деякі елементи 22-го рядка. 

Оскільки вже відоме значення 𝑇(21,11), можна обчислити 𝑇(22,11), а також 

елементи вигляду 𝑇(𝑞, 11), 𝑞 > 22, застосовуючи твердження 2.1. Воно 

дорівнюватиме 15216. Також елементи парних рядків можуть бути обчислені за 

допомогою наступних рекурентних співвідношень: 

 

𝑇(2𝑚 − 2, 𝑚) = 𝑇(2𝑚 − 3, 𝑚) + 3, 

𝑇(2𝑚 − 2, 𝑚) = 𝑇(2𝑚 − 4, 𝑚) + 10, 

𝑇(2𝑚 − 2, 𝑚) = 𝑇(2𝑚 − 5, 𝑚) + 28, 

𝑇(2𝑚 − 2, 𝑚) = 𝑇(2𝑚 − 6, 𝑚) + 70. 

 

Покладемо 𝑚 = 12. При даному значенні 𝑚 знайдемо 𝑇(21,12) та 

𝑇(22,12).  

 

𝑇(21,12) = 𝑇(19,12) + 25 = 52914 + 25 = 52939, 

𝑇(22,12) = 𝑇(20,12) + 10 = 52932 + 10 = 52942. 

 

З отриманого значення з’явилась можливість обчислити елементи 

вигляду 𝑇(𝑞, 12), де 𝑞 ≥ 23.  

 

𝑇(23,12) = 𝑇(22,12) + 1 = 52942 + 1 = 52943, 

𝑇(24,12) = 𝑇(22,12) + 2 = 52942 + 2 = 52944. 

 

Для знаходження елементів 25-го та 26-го рядків через наявні рекурентні 

співвідношення обчислимо 𝑇(24,13) через T(20,13): 

 

𝑇(24,13) = 𝑇(20,13) + 70 = 193295 + 70 = 193365. 
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Тепер обчислимо 𝑇(25,13) та 𝑇(26,13), додавши одиницю та двійку 

відповідно. Отримаємо 193366 для 𝑛 = 25 та 193367 для 𝑛 = 26. Елементи 

𝑇(21,13), 𝑇(22,13) та 𝑇(23,13) знайдемо із вже відомого значення 𝑇(24,13): 

 

𝑇(24,13) = 𝑇(21,13) + 28 → 𝑇(21,13) = 193365 − 28 = 193337, 

𝑇(24,13) = 𝑇(22,13) + 10 → 𝑇(22,13) = 193365 − 10 = 193355, 

𝑇(24,13) = 𝑇(23,13) + 28 → 𝑇(23,13) = 193365 − 3 = 193362. 

 

Таким чином, перші 13 елементів у рядках 21-26 набудуть значень, які 

відображено на рисунку 2.2. 

 

 

Рисунок 2.2 – Результати заповнення рядків 

 

Синім кольором на рисунку 2.2 позначені елементи, які знаходяться, 

виходячи з властивості про (2𝑚, 𝑚)-графи. Зеленим позначено відомий елемент 

вигляду 𝑇(2𝑚, 𝑚). Помаранчевим позначені елементи, завдяки яким обчислені 

значення комірок, позначених блакитним кольором. 

Ті ж самі кількості були отримані за допомогою пакету Maple з 

використанням формули Харарі, яка дає перераховуючий многочлен.  
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Рисунок 2.3 – Частина робочого аркуша Maple для 𝑛 = 21 

 

 

Рисунок 2.4 – Частина робочого аркуша Maple для 𝑛 = 22 
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Рисунок 2.5 – Частина робочого аркуша Maple для 𝑛 = 23 

 

 

Рисунок 2.6 – Частина робочого аркуша Maple для 𝑛 = 24 

 

На рисунках 2.3, 2.4, 2.5, 2.6, зеленим виділені числа (𝑛, 𝑚)-графів, які 

були обчислені за допомогою рекурентних співвідношень. 

Коефіцієнт при 𝑚-тому степені є шуканою кількістю неізоморфних 

непомічених (𝑛, 𝑚)-графів. Повні результати для 𝑛 = 21 та 𝑛 = 22 наведені у 

додатку A і додатку Б відповідно. 
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Також за результатами обчислень з використанням пакету Maple 

висунуто гіпотезу про вигляд нових рекурентних співвідношень, які дозволять 

обчислювати нові елементи у таблиці кількостей неізоморфних непомічених 

(𝑛, 𝑚)-графів. 

Твердження 2.2 Кількість неізоморфних непомічених (2𝑚, 𝑚)-графів, де 

𝑚 ≥ 12, дорівнює сумі кількостей (2𝑚, 7)-графів та (2𝑚 − 7, 𝑚)-графів плюс 

чотири, тобто має місце рівність: 

 

𝑇(2𝑚, 𝑚) = 𝑇(2𝑚, 7) + 𝑇(2𝑚 − 7, 𝑚) + 4. 
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ВИСНОВКИ 

 

 

У даній роботі було розглянуто та розв’язано задачу про здобування 

кореня 𝑛-го степеня. Запропоновано альтернативний алгоритм, який 

ґрунтується на властивостях бінома Ньютона та біноміальних коефіцієнтів, а 

також дозволяє обчислювати точні значення коренів дійсних чисел. Проведено 

порівняльний аналіз двох методів знаходження кореня 𝑛-го степеня. 

За допомогою програмного забезпечення Maple були отримані результати 

для перерахування графів з кількістю вершин від 21 до 28 та з усіма 

можливими кількостями ребер. Також показано, що значення, отримані при 

застосуванні виведених рекурентних співвідношень, збігаються з тими 

значеннями, які були обчислені у Maple. Виявлено нове рекурентне 

співвідношення, яке пов’язує деякі значення з таблиці неізоморфних 

непомічених графів. 
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ДОДАТОК А 

  

 

Результати обчислень кількостей графів для n=21 
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ДОДАТОК Б 

 

 

Результати обчислень кількостей графів для n=22 

 



36 
 



37 
 

 



38 
 



39 
 

 

  



40 
 

ДОДАТОК В 

 

 

Результати обчислень кількостей графів для n=23 
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ДОДАТОК Г 

 

 

Результати обчислень кількостей графів для n=24 
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