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РЕФЕРАТ 

 

 

Кваліфікаційна робота магістра «Розв’язання характеристичного 

сингулярного інтегрального рівняння на замкненому контурі»: 59 с., 8 рис., 

15джерел.  

ІНТЕГРАЛ ТИПУ КОШІ, КРАЙОВА ЗАДАЧА РІМАНА ТЕОРІЇ 

АНАЛІТИЧНИХ ФУНКЦІЙ, СИНГУЛЯРНИЙ ІНТЕГРАЛ, СИНГУЛЯРНЕ 

(ОСОБЛИВЕ) ІНТЕГРАЛЬНЕ РІВНЯННЯ, ХАРАКТЕРИСТИЧНЕ 

СИНГУЛЯРНЕ ІНТЕГРАЛЬНЕ РІВНЯННЯ. 

Об’єкт дослідження – характеристичні сингулярні інтегральні рівняння 

і крайові задачі теорії аналітичних функцій, до яких вони зводяться. 

Мета дослідження – вивчити теоретичні відомості щодо розв’язання 

характеристичних сингулярних інтегральних рівнянь методом зведення їх до 

крайових задач Рімана; розв’язати конкретні приклади для рівнянь на 

зімкненому контурі і на дійсній осі. 

Метод дослідження – зведення характеристичних сингулярних 

інтегральних рівнянь до крайових задач Рімана, метод Гахова розв’язання 

крайових задач Рімана. 

У роботі вивчено основні поняття, пов’язані з характеристичними 

сингулярними інтегральними рівняннями. Викладено метод Гахова Ф.Д. [7] 

розв’язання рівнянь такого типу зведенням їх до крайових задач Рімана. 

Наведено приклади розв’язання характеристичних сингулярних інтегральних 

рівнянь на замкненому контурі та на дійсній осі, деякі із запропонованих в 

підручнику Гахова Ф.Д. [7], а деякі – авторські. 



SUMMARY 

 

 

Master’s Qualifying Thesis «Solving of the Characteristic Singular Integral 

Equation on a Closed Contour»: 59 pages, 8 figures, 15 veferences. 

AN INTEGRAL OF CAUCHY TYPE, RIEMANN BOUNDARY VALUE 

PROBLEM OF THE THEORY OF ANALYTICAL FUNCTIONS, A SINGULAR 

INTEGRAL, A SINGULAR INTEGRAL EQUATION, A CHARACTERISTIC 

SINGULAR INTEGRAL EQUATION. 

The object of the study is the characteristic singular integral equations and 

the boundary value problems of the theory of analytic functions to which they are 

reduced. 

The aim of the study is to study theoretical information about solving 

characteristic singular integral equations by reducing them to Riemann boundary 

problems; to solve some examples of the equations for closed contour and real 

axis. 

The method of research is the reduction of the characteristic singular integral 

equations to the Riemann boundary-value problems, the Gakhov method for 

solving of the Riemann boundary-value problems. 

The basic concepts related to the characteristic singular integral equations 

are studied. The F. Gakhov method [7] for solving equations of this type by 

reducing them to Riemann boundary-value problems. The examples of solving 

characteristic singular integral equations on a closed circuit and on a real axis are 

presented, some of them are proposed in the F. Gakhov textbook [7], and some are 

author's. 
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ВСТУП 

 

 

Сингулярними інтегральними рівняннями моделюються деякі задачі 

математичної фізики, теорії пружності, аеродинаміці, та дифракції хвиль. 

Таке практичне застосування є однією із причин великого інтересу до 

інтегральних рівнянь такого типу. В роботі розглянуто характеристичні 

сингулярні інтегральні рівняння. Основним методом їх розв’язання є 

зведення цих рівнянь до крайових задач теорії аналітичних функцій. Такі 

вчені, як Гахов Ф.Д. [7], Волков І.К. [5], Александров В.М. [1], Конторович 

М.І. [8] займалися розв’язанням задач теорії аналітичних функцій і звідних 

до них.  

Найбільш широкий огляд методів розв’язання крайових задач теорії 

аналітичних функцій наведено в монографії Гахова Ф.Д. [7]. Окремі випадки 

таких методів розглянуто Кулієвим В.Д. [9], Літвінчуком Г.С. [13], 

Лаврєнт’євим М.А., Шабатом Б.В. [11]. Безпосереднє розв’язання крайових 

задач ТАФ призводить до необхідності обчислення інтегралів типу Коші та 

сингулярних інтегралів з ядром Коші, методика обчислення яких містяться в 

роботах Ганделя Ю.В. [6].  

У теперішній час теорія крайових задач продовжує розвиватися в 

роботах Бабаєва А.А., Салаєва В.В. [2], Kutlu K. [10], Левінский С.В. [12]. 

Плакси С.А., Васильєвої Ю.В. [3]. 

Дослідженням сингулярних інтегральних рівнянь присвячено роботи 

таких вчених як Плакса С.А., Васильєва Ю.В. (2006) [3], Кудявіна Ю.В. 

(2008) [15]. 

До особливих (сингулярних) інтегральних рівнянь відносять 

інтегральні рівняння, що виражаються сингулярним інтегралом з ядром 

Коші. Окремим випадком інтегральних рівнянь є характеристичні. Їх 

розв’язок можна знайти в замкнутому вигляді зводячи їх до крайових задач 
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Рімана теорії аналітичних функцій так, як це запропоновано Гаховим Ф.Д. 

[7]. 

Гаховим Ф.Д. [7] запропоновано для самостійного розв’язання ряд 

характеристичних сингулярних інтегральних рівнянь, які зводяться до 

крайових задач на однозв’язній області. Розв’язання деяких із цих задач буде 

розглянуто в роботі.  

Теоретичні аспекти щодо розв’язання інтегральних рівнянь такого типу 

передбачають можливість дослідження інтегральних рівнянь, що зводяться 

до задач Рімана на замкненому контурі (дійсній осі). В роботі розв’язано 

приклади таких рівнянь, деякі з яких є авторськими.  
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1 ВІДОМІ ПОНЯТТЯ ТА ТВЕРДЖЕННЯ,  

ЩО ВИКОРИСТОВУЮТЬСЯ В РОБОТІ 

 

 

1.1 Функції, які задовольняють умові Гельдера. Поняття та 

властивості індексу функції 

 

Розглянемо γ  – гладкий контур і ( )tϕ  – функція, що задана в точках 

контура γ . Говорять, що функція ( )tϕ  задовольняє на контурі γ  умову 

Гельдера, [7], якщо можна знайти такі додатні сталі A та λ , що для будь-

яких двох точок 1t  і 2t  контуру γ  виконується нерівність  

 

( ) ( ) λϕϕ 2121 ttAtt −≤− ,       (1.1) 

 

де A називається сталою Гельдера, а λ  – показником Гельдера.  

Відомими є властивості [7]:  

1) при λ  > 1 функція ( )tϕ   є сталою на контурі γ .  Тому будемо 

вважати, що 10 ≤≤ λ . Якщо 1=λ , то умова Гельдера збігається з умовою 

Ліпшиця;  

2)  функція ( )tϕ  на γ , що задовольняє умову Гельдера,  неперервна на 

контурі γ ;  

3) якщо 1λλ <  і ( ) ( )γϕ λ1
Ht ∈ , то ( ) ( )γϕ λHt ∈ , тобто ( ) ( )γγ λλ HH ⊂

1
.  

4) якщо функції ( )t1ϕ , ( )t2ϕ  задовольняють умову Гельдера відповідно 

з показниками 21,λλ , то їхня сума, різниця, добуток, а також частка за умови, 

що знаменник не перетворюється в нуль, задовольняють умову Гельдера з 

показником ( )21,min λλλ = . 

Нехай γ  – гладкий замкнений контур і ( )tG  – задана на ньому 

неперервна функція, яка не перетворюється в нуль. Згідно з [1] індексом κ  



10 
 

функції ( )tG  відносно контуру γ   називається поділений на π2  приріст її 

аргументу при обході кривої γ  в додатному напрямі:  

 

[ ]
γπ

κ )(arg
2
1)( tGtIndG == .          (1.2) 

 

Відомими є такі властивості індексу функції [7]: 

1) якщо )(tG  є крайові значення функції, аналітичної всередині або 

зовні контура, то індекс її дорівнює числу нулів всередині контуру γ  або 

відповідно числу нулів зовні контура γ , взятому зі знаком «–»;  

2) якщо функція )(tG  аналітична всередині контуру γ , за винятком 

скінченного числа точок, де вона може мати плюси, то число нулів потрібно 

замінити на різницю числа нулів і полюсів. При цьому нулі і полюси 

враховуються стільки разів, яка у них кратність.  

 

 

1.2 Інтеграл типу Коші на контурі. Сингулярний криволінійний 

інтеграл 

 

Нехай γ  – деякий гладкий замкнений контур на площині комплексної 

змінної z . Область, яка лежить всередині контуру γ , будемо називати 

внутрішньою і позначати +D , а область, яка лежить зовні, будемо називати 

зовнішньою і позначати −D . 

Якщо функція [7] )(zf  – функція, аналітична в +D  і неперервна в 

γ∪+D , то за формулою Коші  

 

∫ ⎪⎩

⎪
⎨
⎧

∈
∈=

− −

+

γ
τ

τ
τ

π .,0
;),()(

2
1

Dz
Dzzfd

z
f

i
     (1.3) 
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Якщо ж )(zf  аналітична в області −D  і неперервна в γ∪−D , то  

 

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

∈∞+−
∈∞=τ

−τ
τ

π −

+

γ
∫ .),()(

;),()(
2
1

Dzfzf
Dzfd

z
f

i
      (1.4) 

 

За додатній напрямок обходу контуру γ  будемо приймати той, при 

якому область +D  залишається зліва. Інтеграл, який стоїть зліва в формулах 

(1.3),(1.4), називається інтегралом Коші.  

Нехай [7] тепер γ  – гладкий замкнений або незамкнений контур, 

цілком розташований в скінченній частині площини, а )(τϕ  – неперервна 

функція точок контуру γ . Тоді інтеграл  

 

∫ −
=Φ

γ
τ

τ
τϕ

π
d

zi
z )(

2
1)( ,     (1.5) 

 

побудований так само, як і інтеграл Коші, називається інтегралом типу Коші. 

Функцію )(τϕ  називають його щільністю, а 
z−τ

1
 – ядром.  

Інтеграл типу Коші представляє собою функцію, аналітичну на всій 

комплексній площині, за винятком точок контуру γ  [7]. Відомо [7], що 

( ) 0.−Φ ∞ =  

Тепер розглянемо сингулярний криволінійний інтеграл. Нехай γ  – 

гладкий контур, а τ,t  – його точки. Розглянемо особливий криволінійний 

інтеграл  

 

∫ −γ
τ

τ
τϕ d

z
)( .      (1.6) 
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Проведемо з точки t  контуру γ  як із центру коло радіуса ρ , і нехай 21,tt  – 

точки перетину цього кола з кривою γ . Будемо вважати, що радіус ρ  

настільки малий, що побудоване коло не має інших точок перетину з кривою 

γ . Позначимо частину контуру γ , яка вирізається колом, через l  і візьмемо 

інтеграл вздовж дуги, що залишається. Тоді інтеграл 
\

( )

l

d
zγ

φ τ τ
τ −∫  є вже 

власним [7]. Границя інтеграла ∫ −
l

d
zγ
τ

τ
τϕ )(  при 0→ρ  називається головним 

значенням особливого інтеграла (1.6). Якщо ця границя існує, говорять, що 

особливий інтеграл (1.6) існує в розумінні головного значення за Коші, а сам 

інтеграл називають сингулярним інтегралом Коші.  

Відомо, що [7, 13]  сингулярний інтеграл (1.6) для функції )(τϕ , яка 

задовольняє умову Гельдера, існує в розумінні головного значення за Коші.  

Для обчислення сингулярних інтегралів, застосовують формули 

Сохоцького. Припускається що γ  гладкий замкнений контур, )(τϕ  – 

функція, що задовольняє умову Гельдера на γ . Мають місце формули [7]. 

 

;)(
2
1)(

2
1)( τ

τ
τϕ

π
ϕ

γ

d
ti

tt ∫ −
+=Φ+     (1.7) 

1 1 ( )( ) ( ) .
2 2

t t d
i tγ

φ τφ τ
π τ

−Φ = − +
−∫    (1.8) 

 

Формули (1.7), (1.8) отримані вперше в 1873 р. російським 

математиком Ю.В. Сохоцьким [7, 10, 13] називаються формулами 

Сохоцького. При цьому формулам (1.7), (1.8) можна надати іншого вигляду: 

 

);()()( ttt ϕ=Φ−Φ −+      (1.9) 

∫ −
⋅=Φ+Φ −+

γ

τ
τ
τϕ

π
d

ti
tt )(1)()( .          (1.10) 
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Формули Сохоцького справедливі і для розімкненого гладкого контуру, 

вони мають відповідно вигляд (1.7) – (1.10), але під )(t+Φ  і )(t−Φ  розуміємо 

крайове значення )(zΦ , якщо tz →  відповідно зліва або справа контуру γ . 

Окрім того, формули Сохоцького встановлені для гладких контурів, тобто в 

точках гладкості контура γ . Для кутових точок вони також будуть мати 

місце, але набувають дещо іншого вигляду.  

 

 

1.3  Інтеграл типу Коші і сингулярний інтеграл вздовж дійсної осі 

 

Нехай нам дана комплексна функція )(τϕ  дійсної змінної τ , яка 

задовольняє умову Гельдера при всіх скінченних τ  і прямує до певної 

границі )(∞ϕ  при ±∞→τ  [7, 13]. При великих значеннях τ  виконується 

нерівність 

 

,)()( μτ
ϕτϕ A

≤∞−  .0,0 >> Aμ                            (1.11) 

 

Розглянемо інтеграл типу Коші  

 

,)(
2
1)( ∫

∞+

∞− −
=Φ τ

τ
τϕ

π
d

zi
z                 (1.12) 

 

де z  не лежить на дійсній вісі.  

Розглянемо функцію ( )zϕ , що є аналітичною в верхній півплощині 

{ : Im 0}D z C z+ = ∈ >  і є неперервною на її замиканні, а при τ →±∞  

задовольняє умову (1.11), то  
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( )( ) при ,1 ( ) 2
( )2 при .
2

z z D
d

i z z D

ϕϕ
ϕ τ τ

ϕπ τ

+
+∞

−−∞

∞⎧ − ∈⎪⎪= ⎨ ∞− ⎪− ∈
⎪⎩

∫    (1.13) 

 

Розглянемо функцію ( )zϕ , що є аналітичною в нижній півплощині 

{ : Im 0}D z C z− = ∈ <  і є неперервною на її замиканні, а при τ →±∞  

задовольняє умову (1.11), то  

 

( ) при ,1 ( ) 2
( )2 ( ) при .
2

z D
d

i z z z D

ϕ
ϕ τ τ

ϕπ τ ϕ

+
+∞

−−∞

∞⎧ ∈⎪⎪= ⎨ ∞− ⎪ − ∈
⎪⎩

∫    (1.14) 

 

Нехай точка tz =  розміщена на дійсній осі. Тоді сингулярний інтеграл  

 

1 ( )( )
2

t d
i t

ϕ τ τ
π τ

+∞

−∞

Φ =
−∫                     (1.15) 

 

можна записати таким чином 

 

.)()(
2
1lim)(

0
⎪⎭

⎪
⎬
⎫

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

−
+

−
=Φ ∫∫

+

−

−→
∞→

N

t

t

NN
d

t
d

ti
t

ε

ε

ε

τ
τ
τϕτ

τ
τϕ

π
 

 

Можна зробити висновок, що і в цьому випадку справедливі формули 

Сохоцького 

 

,)(
2
1)(

2
1)( τ

τ
τϕ

π
ϕ d

ti
tt ∫

∞

∞−

+

−
+=Φ             (1.16) 
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.)(
2
1)(

2
1)( τ

τ
τϕ

π
ϕ d

ti
tt ∫

∞

∞−

−

−
+−=Φ         (1.17) 

 

Умова (1.11) є достатньою для збіжності інтеграла (1.15). 
 

 

1.4 Крайова задача Рімана на замкненому контурі  
 

Спочатку розглянемо крайову задачу Рімана на замкненому контурі. 

Нехай γ  – простий гладкий замкнений контур, який розбиває комплексну 

площину на дві області: внутрішню +D  і зовнішню −D . Без обмеження 

загальності міркувань будемо вважати, що точка 0z D+∈ . Нехай на γ  задані 

функції )(tG  і )(tg , які задовольняють умову Гельдера, причому 0)( ≠tG . 

Задача Рімана [4]: знайти функції )(z+Φ  і )(z−Φ , аналітичні відповідно 

в областях +D  і −D , які задовольняють на контурі γ  крайову умову  

 

),()()()( tgttGt +−Φ=+Φ  ,γ∈t           (1.18) 

 

де )(t±Φ  – крайові значення функцій )(z±Φ  із областей ±D  відповідно. При 

цьому функція )(tG  називається коефіцієнтом задачі Рімана, а функція )(tg  – 

її вільним членом. Якщо 0)( ≡tg , задача Рімана називається однорідною.  

Якщо 1)( ≡tG  , то крайову задачу називають задачею «про стрибок». 

Задача (1.18) набуває вигляду 
 

),()()( tgtt =−Φ−+Φ ,γ∈t            (1.19) 

 

Враховуючи властивості інтеграла типу Коші [4] і формули Сохоцького, 

розв’язку задачі (1.19) можна надати вигляду  
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1 ( )( ) .
2

gz d
i zγ

τ τ
π τ

Φ =
−∫      (1.20) 

 

За умови ( ) 0−Φ ∞ = задача (1.19) має єдиний розв’язок (1.20). Якщо 

відкинути додаткову умову 0)( =∞Φ− , то розв’язок задачі (1.19), буде 

визначатися формулою 

 

.)(
2
1)( constd

z
g

i
z +

−
=Φ ∫

γ

τ
τ
τ

π
         (1.21) 

 

Тепер розглядається однорідна задача, тобто 0)( ≡tg , тоді крайова 

умова перепишеться у вигляді 

 

),()()( ttGt −+ Φ=Φ .γ∈t        (1.22) 

 

Нехай ( )IndG tκ = . Будемо вважати спочатку, що 0κ = . Позначимо [4]: 

 

.)(ln
2
1)( ∫ −

=Γ
γ

τ
τ

τ
π

d
z

G
i

z      (1.23) 

 

Тоді розв’язками задачі (1.22) за умови 1)( =∞Φ− , будуть функції [7]  

 

,)( )(zez
+Γ+ =Φ .)( )(zez

−Γ− =Φ      (1.24) 

 

Якщо умова 1)( =∞Φ−  відсутня, то розв'язок задачі (1.22) буде мати вигляд 

[7] 
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,)( )(zAez
+Γ+ =Φ ( )( ) ,zz Ae

−− ΓΦ =           (1.25) 

де A  – довільна стала.  

Нехай тепер 0≠κ .  Якщо 0>k , то розв'язок задачі (1.22) має вигляд [7] 

 

( ) ( ) ( ),z z P zκ
+ +Φ = Χ 0( ) ( ) ( ) ( ),z z z z P zκ

κ
− − −Φ = − Χ   (1.26) 

де 

,)( )(zez
+Γ+ =Χ ,)( )(zez

−Γ− =Χ            (1.27) 

01 ln[( ) ( )]( ) .
2

z Gz d
i z

κ

γ

τ τ τ
π τ

−−
Γ =

−∫          (1.28) 

 

якщо 0<k , то  

 

0)()( ≡Φ=Φ −+ zz  – 

 

задача (1.22) має лише тривіальний розв'язок.  

Розглянемо неоднорідну задачу (1.18). У випадку, коли 0≥k ,  розв'язок 

неоднорідної задачі Рімана подається формулами [7] 

 

( ) ( ) ( ) ( ) ,z z z P zκ
+ + +⎡ ⎤Φ = Χ Ψ +⎣ ⎦     (1.29) 

0( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ,z z z z z P zκ
κ

− − − −⎡ ⎤Φ = − Χ Ψ +⎣ ⎦       (1.30) 

 

де )(z±Χ  визначаються за формулами (1.27), (1.28), а 

 

.
)(

)(
2
1)(

z
dg

i
z

−Χ
=Ψ ∫ + τ

τ
τ
τ

π γ
     (1.31) 
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Якщо 0<k , то задачу (1.18) можна розв’язати за допомогою формул 

[7]  
 

),()()( zzz +++ ΨΧ=Φ           (1.32) 

0( ) ( ) ( ) ( ).z z z z zκ− − − −Φ = − Χ Ψ             (1.33) 

 

При 1−=k  задача (1.18) має єдиний розв'язок, що визначається 

співвідношеннями (1.32), (1.33). Якщо ж 1−<k , то неоднорідна задача у 

загальному випадку не має розв’язку, однак, при виконанні умов [4]: 
 

,0
)(

)( 1 =
Χ

−
+∫ ττ
τ
τ

γ
dg k 1,2,..., 1.k k= − −         (1.34) 

 

 

1.5 Задача Рімана на дійсній осі  

 

Нехай нам дана γ =  – дійсна вісь. На γ  задана функція )(tG , )(tg , які 

задовольняють умову Гельдера, причому 0)( ≠tG . 

Задача Рімана [7] в цьому випадку полягає в тому, щоб знайти функції 

)(z+Φ  і )(z−Φ , аналітичні відповідно у верхній та нижній півплощинах, 

граничні значення )(t+Φ  і )(t−Φ  яких на γ  задовольняють крайову умову 

 

),()()()( tgttGt +Φ=Φ −+ .∞<<∞− t   (1.35) 

 

Розв’язання задачі Рімана проводиться за тією ж схемою, що і у 

випадку зімкненого контура. Тільки тут роль функції 0( )nt z−  грає функція 
nat bi

ct di
−⎛ ⎞

⎜ ⎟+⎝ ⎠
, оскільки ,

nat biInd n
ct di
−⎛ ⎞ =⎜ ⎟+⎝ ⎠

 де ,a b  і ,с d ‐ пари дійсних чисел одного 

знаку. 
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Розглянемо випадок, коли 1)( ≡tG , тобто задачу «про стрибок»: 

 

),()()( tgtt +Φ=Φ −+ .∞<<∞− t  
 

Її розв'язок визначається за формулами Сохоцького (1.14), (1.15) і у випадку, 

коли ( ) 0+Φ ∞ =  має вигляд 

 

( )1( )
2

gz d
i t

τ τ
π τ

∞

−∞

Φ =
−∫ , 

 

а у випадку, коли умова ( ) 0+Φ ∞ =  відсутня,  – вигляд   

 

( )1( )
2

gz d C
i t

τ τ
π τ

∞

−∞

Φ = +
−∫ . 

 

Розглянемо однорідну задачу Рімана, тобто покладемо 0)( ≡tg : 

 

( ) ( ) ( ),t G t t+ −Φ = Φ .t−∞ < < ∞     (1.36) 

 

Користуючись формулою 
 

∫
∞

∞− −
=Γ ,)(ln

2
1)( τ

τ
τ

π
d

z
G

i
z      (1.37) 

 

розв'язок однорідної задачі Рімана у випадку нульового індексу запишемо у 

вигляді [7]: 
 

( )( ) zz eΓΦ =       (1.38) 
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у випадку коли ( ) 1Φ ∞ = . Якщо умова ( ) 1Φ ∞ =  відсутня, тоді розв’язок 

набуває вигляду  
 

( )( ) .zz AeΓΦ =  

 

Нехай 0)( ≠= tIndGκ . Випишемо допоміжні функції  [7]: 

 

,)( )(zez
+Γ+ =Χ ,)( )(zez

−Γ− =Χ    (1.39) 

( )1( ) ln ( ) .
2

a bi dz G t
i c di z

κτ τ
π τ τ

∞ −

−∞

⎡ ⎤−Γ = ⎢ ⎥+ −⎣ ⎦∫    (1.40) 

 

Тоді за умови ( ) 0,Φ ∞ =  розв’язок набуде вигляду [7]: 

 

1( )( ) ( ) ,
( )

P zz z
cz di

κ
κ

+ + −Φ = Χ
+

    (1.41) 

1( )( ) ( ) .
( )

P zz z
az bi

κ
κ

− − −Φ = Χ
−

     (1.42) 

 

Тут 1( )P zκ−  – многочлен степеня 1κ − . Якщо 0κ = , то 1( ) 0P zκ− ≡ . 

Розглянемо неоднорідну задачу Рімана (1.35), тоді її крайову умову 

можна подати у вигляді 
 

( ) ( ) ( ) ,
( ) ( ) ( )
t at bi t g t
t ct di t t

κ+ −

+ − +

Φ − Φ⎛ ⎞= +⎜ ⎟Χ + Χ Χ⎝ ⎠
       .t−∞ < < ∞  (1.43) 

 

Враховуючи, що функція 
)(

)(
t

tg
+Χ

 задовольняє на γ  умову Гельдера, 

отримуємо: 
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∫
∞

∞−
+

τ
−ττΧ

τ
π

=Ψ .
))((

)(
2
1)( d

z
g

i
z        (1.44) 

 

Якщо 0≥κ , тоді  
 

1( )( ) ( ) ( ) ,
( )

P zz z z
cz di

κ
κ

+ + + −⎡ ⎤
Φ = Χ Ψ +⎢ ⎥+⎣ ⎦

            (1.45) 

1( )( ) ( ) ( ) .
( )

cz di P zz z z
az bi cz di

κ
κ

κ
− − − −⎡ ⎤+⎛ ⎞Φ = Χ Ψ +⎜ ⎟ ⎢ ⎥− +⎝ ⎠ ⎣ ⎦

  (1.46) 

 

І якщо розглянути випадок 0<κ , тоді  
 

( ) ( ) ( )z z z C+ + +⎡ ⎤Φ =Χ Ψ +⎣ ⎦ ,                   (1.47) 

( ) ( ) ( )cz diz z z C
az bi

κ
− − −+⎛ ⎞ ⎡ ⎤Φ = Χ Ψ +⎜ ⎟ ⎣ ⎦−⎝ ⎠

.            (1.48) 

 

Якщо 1−=κ , то неоднорідна задача Рімана має єдиний розв'язок 

вигляду (1.47 і 1.48). Якщо 1−<κ , то взагалі кажучи, вона нерозв’язна. 

Умови, за яких неоднорідна задача Рімана буде розв’язною мають вигляд 

Гахов Ф.Д. [7]: 
 

1

( ) 0,
( )( )k

g d
c di

∞

+ +
−∞

τ
τ =

Χ τ τ +∫ 1,2,..., 1;k κ= − −                  (1.49) 

dC i
c

− ⎛ ⎞= −Ψ −⎜ ⎟
⎝ ⎠

. 

 

Ми розглянули випадок обмежених на нескінченності розв’язків задачі 

Рімана. Якщо вимагати, щоб 0)()( =∞Φ=∞Φ −+ , це позначатиме виконання 

умови 0)( =∞g . Побудова розв’язків задачі Рімана буде проводитись за 
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викладеною схемою. Однак замість многочлена )(zPκ  необхідно взяти 

многочлен )(1 zP −κ .  
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2 ОСНОВНІ ТЕОРЕТИЧНІ ВІДОМОСТІ ЩОДО ОСОБЛИВИХ 

ІНТЕГРАЛЬНИХ РІВНЯНЬ 

 

 

2.1 Особливе інтегральне рівняння 

 

У цьому розділі наведемо відомі поняття та факти в термінології 

Гахова Ф.Д. [7]. Якщо в лінійному інтегральному рівнянні 

 

∫ =Κ+
L

tfdtt )()(),()( ττϕτϕ  

 

ядро має вигляд 

 

)10(
)(
),(),( <≤

−
Μ

=Κ α
τ

ττ αt
tt , 

 

де ),( τtΜ  – неперервна функція , тоді, як відомо, за допомогою ітерації його 

можна привести до інтегрального рівняння з неперервним ядром. Таке 

рівняння має всі властивості рівняння Фретгольма і називається 

квазіфредгольмовим або фредгольмовим. 

Якщо 1=α , тоді інтеграл стає особливим (сингулярним) й наведений 

спосіб приведення рівняння до фредгольмового втрачає силу. Будемо 

розглядати рівняння з ядром Коші [7] типу 

 

∫ =
−

Μ
+≡Κ

L

tfd
t

t
i

tta )()(),(1)()( ττϕ
τ

τ
π

ϕϕ .                                (2.1) 
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      Рисунок 1.1 

Інтеграл по контуру L , у загальному 

випадку, що складається з 1+m  зімкнутих 

гладких кривих mLLLL +++= ...10  зображено на 

рисунку 1.1 

Будемо вважати, що задані на L  функції 

),(),(),( τttfta Μ  задовольняють  на цьому 

контурі умову Гельдера [7]. 

Зробивши над ядром перетворення  

 

t
tt

t
ttt

t
t

−
Μ+

−
Μ−Μ=

−
Μ

ττ
τ

τ
τ ),(),(),(),(  

 

і позначивши 

 

),(),(),(1),(),( τ
τ
τ

π
tk

t
ttt

i
tbtt =

−
Μ−Μ=Μ ,   (2.2) 

 

запишемо рівняння (1.1) у вигляді 

 

)()(),()()()()( tfdtkd
ti

tbtta
LL

=∫+∫
−

+≡Κ ττϕττ
τ
τϕ

π
ϕϕ .        (2.3) 

 

З формул (2.2) випливає [7], що функція )(tb  задовольняє умову Гельдера на 

всьому контурі L , а  ),( τtk  усюди, крім точок t=τ , де для неї справедлива 

оцінка 

 

)10(),( 1 ≤<
−

< − λ
τ

τ λt
Atk . 

 

L  

+D  

−D  



25 
 

Рівняння (1.3) будемо називати повним особливим інтегральним 

рівнянням [7]. Якщо 0)( ≠tf , будемо мати неоднорідне, в противному 

випадку – однорідне рівняння. 

Вираз 

 

τ
τ
τϕ

π
ϕϕ d

ti
tbtta

L
∫ −

+≡Κ )()()()(            (2.4) 

 

називається характеристичною, а член ττϕτ dtk
L

)(),(∫  – регулярною частиною. 

Рівняння 

 

)()()()()( tfd
ti

tbtta
L

=∫ −
+≡Κ τ

τ
τϕ

π
ϕϕ     (2.5) 

 

будемо називати характеристичним рівнянням, а оператор ϕΚ  – 

характеристичним оператором [7]. 

Введемо позначення для регулярної частини рівняння 

 

,)(),( ττϕτϕ dtkk
L
∫=                                           (2.6) 

 

тоді запишемо повне рівняння у вигляді 

 

)(tfkKK =+≡ ϕϕϕ . 

 

Рівняння 

 

1 ( ) ( )( ) ( ) ( , ) ( ) 0,
L L

b t tK t t d k t t d
i tψ

ψα ψ τ τ ψ τ
π τ

′′ ≡ − + =
−∫ ∫    (2.3') 
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отримане з однорідного рівняння 0=Κϕ  перестановкою змінних в ядрі, 

називається союзним або транспонованим. Оператор Κ′  називається 

союзним оператору Κ [7]. 

Зокрема, рівняння 

 

1 ( ) ( )( ) ( ) 0,o

L

b t tK t t d
i tψ

ψα ψ τ
π τ

′ ≡ − =
−∫    (2.5') 

 

буде рівнянням, союзним характеристичному рівнянню (2.5). Зауважимо, що 

оператор ′Κ , союзний характеристичному оператору Κ , не збігається з 

оператором Κ′ , характеристичним для союзного [7]. Останній визначається 

формулою 

 

τ
τ
ψ

π
ψαψ d

t
ttb

i
ttK

L

o ∫ −
−≡′ )()(1)()( .    (2.7) 

 

Далі будемо шукати розв’язок особливих рівнянь, що задовольняють 

умову Гельдера. 

 

 

2.2 Зведення характеристичного інтегрального рівняння до 

крайової задачі Рімана 

 

Розглянемо один із видів особливого (сингулярного) інтегрального 

рівняння, тобто характеристичне рівняння (2.5) [7]: 

 

).()()()()( tfd
ti

tbtta
L

=
−

+≡Κ ∫ τ
τ
τϕ

π
ϕϕ    (2.8) 
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У цьому випадку рівняння можна привести до крайової задачі Рімана та 

розв’язати рівняння в замкнутій формі. 

Введемо аналітичну функцію, задану інтегралом типу Коші, щільністю 

якого служить шуканий розв’язок характеристичного рівняння [7] 

 

.)(
2
1)( τ

τ
τϕ

π
d

zi
z

L
∫

−
=Φ      (2.9) 

 

Згідно з формулами Сохоцького (1.9), (1.10) 

 

)()()( ttt −+ Φ−Φ=ϕ , 

).()()(1 ttdt
ti L

−+ Φ+Φ=
−∫ τ
τϕ

π
                     (2.10) 

 

Підставляючи значення ),(tϕ  dt
ti L

∫ −τ
τϕ

π
)(1  в рівняння (1.7) й розв’язуючи його 

відносно )(t+Φ , отримаємо, що аналітична функція )(zΦ  є розв’язком 

крайової задачі Рімана 

 

),()()()( tgttGt +Φ=Φ −+     (2.11) 

 

де 
 

)()(
)()()(

tbta
tbtatG

+
−

= ,       
)()(

)()(
tbta

tftg
+

= .           (2.12) 

 

У силу того, що шукана функція )(zΦ  [7] подана інтегралом типу 

Коші, вона повинна задовольняти додаткову умову 
 

.0)( =∞Φ−       (2.13) 
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,

3 ПРИКЛАДИ РОЗВ’ЯЗАННЯ ХАРАКТЕРИСТИЧНИХ  

СИНГУЛЯРНИХ ІНТЕГРАЛЬНИХ РІВНЯНЬ  

НА ЗАМКНЕНОМУ КОНТУРІ 

 

 

Приклад 3.1 Розв’язати характеристичне інтегральне рівняння 

 

( )
t

d
ti

ttttt
L

1)(86)(2
2

=∫ −
+−

+− τ
τ
τϕ

π
ϕ  

 

за таких припущень: +− ∈∈ DD 0,2 . 

Розв’язання. Схематичне зображення 

даного контура наведено на рисунку 3.1. 

Знаходимо )(tG  та )(tg  за формулою (2.12). 

Для цього, виходячи із загального вигляду 

характеристичного рівняння (2.5), спочатку визначимо функції  

 

)2()( −= ttta ,   86)( 2 +−= tttb , 

 

тоді для функції ( )G t  маємо: 

 

)()(
)()()(

tbta
tbtatG

+
−

= , 

2 2 2

2 2 2

2 2 2

( 2) ( 6 8) 2 6 8)( )
( 2) ( 6 8) 2 6 8

4 8 4( 2) 2( 2) 2 ,
2 8 8 2( 4 4) 2( 2) 2

t t t t t t t tG t
t t t t t t t t
t t t

t t t t t t

− − − + − − + −
= = =

− + − + − + − +
− − −

= = = =
− + − + − −

 

 

а для функції ( )g t −  

L  

+D  −D  

20

Рисунок 3.1 

х 

у 
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)()(
)()(

tbta
tftg
+

= , 

2 2 2 2 2

1 1 1
1( ) .

( 2) ( 6 8) 2 6 8 2 8 8 2 ( 2)
t t tg t

t t t t t t t t t t t t
= = == =

− + − + − + − + − + −
 

 

 

Отже, 

 

2
2)(
−

=
t

tG ;   .
)2(2

1)( 2−
=

tt
tg  

 

Таким чином, крайова умова набуває вигляду 

 

2

( ) ( ) ( ) ( ),

2 1( ) ( ) , .
2 2 ( 2)

t G t t g t

t t t
t t t

+ −Φ = Φ +

+ −Φ = Φ + ∈
− −

γ
 

 

Функція 2( )
2

G z
z

=
−

 не має нулів, тобто 0N + = .  Знайдемо її полюси  

 

2 0 2 0z z D P− +− = ⇒ = ∈ ⇒ = . 

 

Обчислимо індекс функції ( )G t :  

 

0N Pκ + += − = , 

0)( == tindGκ . 

 

Знайдемо функцію )(zΓ  за допомогою (1.28), поклавши 0 0z = : 
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[ ] .2
2ln

2
1)(ln

2
1)(
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τ
τ

τ
τ

π
τ

τ
ττ

π

κ
d

zi
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z
G

i
z

LL
∫∫ −

⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡

−
⋅

=
−
⋅

=Γ

−
−

 

 

Розглянемо функцію ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

−
=

2
2ln)(

z
zf . Її особлива точка  −∈= Dz 2 , 

тому ( )f z  аналітична в +D , то згідно з формулою (1.4),  

 

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

∈∞+−
∈∞=τ

−τ
τ

π −

+

γ
∫ .),()(

;),()(
2
1

Dzfzf
Dzfd

z
f

i
 

Звідки 

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

−∈

+∈
−=

.,0

;,
2

2ln
)(

Dz

Dz
zzГ

 
 

Знайдемо функції )(zX ± , застосовуючи (1.27) 

 

,)( )(zez
+Γ+ =Χ ,)( )(zez

−Γ− =Χ  

( ) ( ) 02( ) ; ( ) 1.
2

z zX z e X z e e
z

−+
Γ Γ−+ = = = = =

−
 

 

Використовуючи формулу (1.31) 

 

z
d

X
g

i
z

L −
⋅∫ +⋅=Ψ
τ
τ

τ
τ

π )(
)(

2
1)( , 

 

отримаємо: 
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z
d

i
z

L
−

⋅
−

⋅∫
−

⋅=Ψ
τ
ττ

ττπ 2
2

)2(2
1

2
1)( 2 . 

 

Оскільки функція щільності останнього інтеграла типу Коші є сумою 

функції 
( )1

1( )
8 2

f z
z

=
−

, аналітичної в області +D , і функції 2
1( )

8
f z

z
−

= , 

аналітичної в D− , то застосовуючи формули (1.3) і (1.4), обчисливо: 
 

⎪
⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧

−∈

+∈
−=Ψ

.,
8
1

;,
)2(8

1

)(
Dz

z

Dz
zz  

 

Звідси одержимо функції )(z+Ψ  та )(z−Ψ : 

 

( )28
1)(
−

=+Ψ
z

z ,   
z

z
8
1)( =−Ψ . 

 

Тепер знайдемо )(z±Φ  за формулами (1.29), (1.30): 

 

( ) ( ) ( ) ( ) ,z z z P zκ
+ + +⎡ ⎤Φ = Χ Ψ +⎣ ⎦  

0( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ,z z z z z P zκ
κ

− − − −⎡ ⎤Φ = − Χ Ψ +⎣ ⎦  

 

з яких виведемо загальний розв’язок крайової задачі Рімана: 
 

;
)2(8

1
2

2)( ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−

+
−

=+Φ
z

A
z

z  

z
Az

8
1)( +=−Φ . 
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Оскільки 0)( =∞−Φ , то 

 

.0)( ==∞−Φ A  
 

Оскільки функцій ( )z+Φ  і ( )z−Φ  є неперервними в точках t γ∈ , то 

можна здійснити граничні переходи: 
 

( ) ( ) 2

2 1 1lim lim 0 ;
2 8( 2) 4( 1)z t z t

z D z D

t t
z z t

+ +

+ +

→ →
∈ ∈

⎛ ⎞⎡ ⎤
Φ = Φ = + =⎜ ⎟⎢ ⎥− − −⎣ ⎦⎝ ⎠

, 

( ) ( ) 1 1lim lim 0
8 8z t z t

z D z D

t t
z t

+ +

− −

→ →
∈ ∈

⎛ ⎞Φ = Φ = + =⎜ ⎟
⎝ ⎠

. 

 

Згідно за формулами Сохоцького (2.10) 
 

( ) ( ) ( ),t t tϕ + −= Φ −Φ  

 

тоді розв’язок особливого інтегрального рівняння набуде вигляду 
 

( )2 2

2 2

2

2 2

2 4 41 1 2 4 4 6 4( ) .
8 8 ( 2) 8 ( 2)4( 2) 8 ( 2)

t t t t t t t tt
t t t t tt t t

− − + − + − − + −
= − = = =

− −− −
ϕ  

 

Відповідь: .
)2(8

46)(
2

2

−

−+−
=

tt

tttϕ  

Приклад 3.2 Розв’язати інтегральне рівняння 

 
2

2

3

1 ( )( 1) ( )

12 1 ,

L

t tt t t d
i t

t t
t

φ
φ τφ τ

π τ
− −

Κ ≡ + − + =
−

⎛ ⎞= − + +⎜ ⎟
⎝ ⎠

∫
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за таких припущень: +− ∈∈± DD 0,1  [7]. 

Розв’язання. Контур, що задовольняє 

задані припущення, наведено на рисунку 2.2. У 

даному прикладі, відповідно до (2.5),  

 

( ) ( )

( )

2 2

3

1, 1,

12 1 .

a t t t b t t t

f t t t
t

= + − = − −

⎛ ⎞= − + +⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

 

Знаходимо )(tG  та )(tg  за формулою (2.12). 

 

( ) ( ) ( )
( ) ( )

( )2 2 2 2

2 2 2 2 2

1 16 1 1 2
6 1 1 2 2 2 2 1

t t t ta t t t t t t t tG t
a t t t t t t t t t

+ − − − −− + − − + +
= = = = =

+ + − + − − − − −
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( ) ( )
( ) ( ) ( )

( ) ( )
( ) ( )

( )
( ) ( )( )

( )( )

3 3 3

2 2 22

4 2

2 2 2 3 2

2 22

1 1 12 1 2 1 1

1 1 12 1

1
1 1 1 1 1 1,

1 1 11

t t t t t tf t t t tg t
a t b t t t t t tt

t t t
t t t t t t t tt

t t t t t tt t

⎛ ⎞ ⎛ ⎞− + + − + + − + +⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠= = = =

+ + − + − − −−

− + +
− + + + − + − +

= = = =
− − + −−

 

 

отже, 
 

1
)( 2 −
=

t
ttG ;   .1)( 2

23

tt
tttg
−

+−
=  

 

З цього випливає, що крайова умова (2.11) має вигляд 
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ttt

t
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−
+−

+Φ
−

=Φ −+

2

23

2

1)(
1

)( . 

 

L  +D  
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Рисунок 2.2 

–1 х 
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Обчислимо нулі функції  2( )
1

zG z
z

=
−

. Оскільки 0z D+= ∈ , то 1N + = . 

Тепер знайдемо полюси: 
 

2

1 2

1 0,
1 , 1 ,

z
z D z D− −

− =

= ∈ = − ∈
 

 

звідси 0P+ = . Визначимо індекс функції 
1

)( 2 −
=

t
ttG : 

 

( ) 1indG t N P+ +κ = = − = . 

 

Для знаходження функції ( )zΓ  застосуємо формулу (1.28), обираючи 0 0z = :  

 

[ ] τ
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π
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i
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L
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⋅
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2
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Маємо 
 

τ
τ
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π
d
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z

L
∫ −

⎟
⎠
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⎜
⎝
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1ln

2
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2

. 

 

Розглянемо функцію ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

−
=

1
1ln)( 2z

zf . Її особливі точки −∈± D1 , тому 

( )f z  анвлітична в +D , то для даного інтеграла типу Коші, згідно з формулою 

(1.3),  
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Відповідно до формул (1.27) знайдемо функції )(zX ± : 

 

.1)(

,
1

1)(

0)(

2
)(

===Χ
−

==Χ

−
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eez
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Застосовуючи формулу (1.31), отримаємо:  
 

z
d

iz
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X
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i
z

LL −
⋅

−
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⋅⋅=Ψ ∫∫ + τ
τ
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2
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)(
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2
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Функція щільності останнього інтеграла типу Коші є сумою функції 

)1)(1()( 23
1 ++−= zzzzf , аналітичної в області +D , і функції 

z
zf 1)(2 −= , 

аналітичної в D− , тому згідно з (1.3) і (1.4) одержимо: 
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Dz
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Звідси  
 

1)( 3 +−=Ψ+ zzz ,   
z

z 1)( =Ψ− . 

 

Шуканий розв’язок знаходимо, застосовуючи формулу (1.29), (1.30) 
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де 1C B= + . 

Розв’язок цієї крайової задачі задовольняє умову 0)( =∞Φ− . З цього 

випливає, що 0=À . Отже, розв’язок крайової задачі Рімана має вигляд [13]: 
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.111)(
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Внаслідок неперервності функцій ( )z+Φ  і ( )z−Φ  в точках t γ∈  матимемо: 
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Отже, згідно з формулою Сохоцького (2.10), розв’язком даного 

інтегрального рівняння буде функція 
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ttC

t
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Відповідь. .11)( 3
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Приклад 3.3 Розв’язати інтегральне рівняння 
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за таких припущень: +− ∈∈− DD 1³0,1 . 

Розв’язання. На рисунку 2.3 наведено 

схематичне зображення контура, що 

задовольняє умову. Як було отримано в 

прикладі 3.2,  

 

1
)( 2 −
=

t
ttG ;   .1)( 2

23

tt
tttg
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+−
=  

 

При цьому крайова умова (2.11) має вигляд 

 
3 2
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+ − − +
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Знайдемо індекс функції 
1

)( 2 −
=

t
ttG . За даних припущень в області 

D+  функція 2( )
1

zG z
z

=
−

 має один нуль і має один полюсі, тому  

 

0)( == tindGκ . 

 

Для знаходження функції ( )zΓ  застосуємо формулу (1.3), де 0 0z = : 

 

0
2lnln ( )1 1 1( )

2 2L L

G
z d d

i z i z

−
⎡ ⎤⋅⎢ ⎥⎡ ⎤⋅ −⎣ ⎦ ⎣ ⎦Γ = ⋅ = ⋅

− −∫ ∫
κ

τττ τ ττ τ
π τ π τ

. 

 

 

 

 

L  +D  

−D  

10

Рисунок 2.3 

–1 х 
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Оскільки  

2

1( ) ln ln ln
1 1 1

z zf z
z z z

⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞= = +⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟− − +⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠
, 

а функція ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

−
=

1
ln)(1 z

zzf  є аналітичною в області −D , 

функції ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

+
=

1
1ln)(2 z

zf  – аналітичною в +D , то згідно з (1.3) і (1.4)  

одержимо 

 

⎪
⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧

∈⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

−
−

∈⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

+
=Γ

−

+

.,
1

ln

;,
1

1ln
)(

Dz
z

z

Dz
z

z  

 

Знаючи формули (1.27) для обчислення  )(zX ± , знайдемо їх: 

 

.1)(

,
1

1)(

)(

)(

z
zez

z
ez

z

z

−
==Χ

+
==Χ

−

+

Γ−

Γ+

 

 

Застосовуючи формулу (1.31), отримаємо:  
 

z
d

iz
d

X
g

i
z

LL −
⋅

−
++−

=
−

⋅⋅=Ψ ∫∫ + τ
τ

ττ
τττ

πτ
τ

τ
τ

π 2

23 )1)(1(
2
1

)(
)(

2
1)( . 

 

Оскільки  
 

3 2 3 2

2 2 2 2

2

( 1)( 1) 1 1( ) ( 1) ( 1)

1( 1) ,

z z z z zz z z z
z z z z z z z z

zz z
z z

⎛ ⎞− + + − ⎛ ⎞= = + + = + + =⎜ ⎟ ⎜ ⎟− − − −⎝ ⎠⎝ ⎠
+

= + +
−

φ
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а функція 1( ) ( 1)z z z= + −φ  аналітична в області +D , функції 2
1( )

( 1)
zz

z z
+

= −
−

φ , 

аналітичн в D− , то враховуючи (1.3) і (1.4) одержимо: 
 

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

∈
−
+

−

∈+
=Ψ −

+

.,
)1(

1
;),1(

)(
Dz

zz
z

Dzzz
z  

 

Звідси  
 

)1()( +=Ψ+ zzz ,   
)1(

1)(
−
+

−=Ψ−

zz
zz . 

 

Шуканий розв’язок знаходимо, застосовуючи формули (1.29), (1.30) 
 

[ ]1( ) ( ) ( ) ( ) ( 1) ,
1

1 1( ) ( ) ( ) ( ) .
( 1)

z z z z A z z
z

z zz z z z z A
z z z

+ + +

− − − −

⎡ ⎤Φ = Χ ⋅ Ρ + Ψ = ⋅ + +⎣ ⎦ +
⎡ ⎤− +⎡ ⎤Φ = ⋅ Χ ⋅ Ρ + Ψ = ⋅ −⎢ ⎥⎣ ⎦ −⎣ ⎦

κ

κ
κ

 

 

Розв’язок крайової задачі повинен задовольняти умову ( ) 0−Φ ∞ = , тому 

0A = , а її розв’язком є функція 
 

.1)(

,)(

2z
zz

zz
+

−=Φ

=Φ

−

+

 
 

Внаслідок означень граничних значень функцій ( )z+Φ  і ( )z−Φ  в точках 

контура γ , маємо: 
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( ) ( ) ( ) tzzt

Dz
tz

Dz
tz

==Φ=Φ
++ ∈

→

+

∈
→

+ limlim , 

( ) ( ) 22
11limlim

t
t

z
zzt

Dz
tz

Dz
tz

+
−=⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +
−=Φ=Φ

++ ∈
→

+

∈
→

+ . 

 

Отже, розв’язком даного інтегрального рівняння буде функція 
 

2
1)()()(

t
ttttt +

+=Φ−Φ= −+ϕ . 

 

Відповідь. 
2

3 1)(
t

ttt ++
=ϕ . 

Приклад 3.4 Розв’язати інтегральне рівняння 
 

∫ ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ++−=

−
−−

+−+≡Κ
γ

ϕ τ
τ
τϕ

π
ϕ

t
ttd

ti
ttttt 112)(1)()1( 3

2
2

 

за таких припущень: .1,0 +− ∈±∈ DD  
Розв’язання. Зображення областей, що 

задовольняють умову, наведено на рисунку 2.4. 

Так само, як у попередніх двох прикладах, 

маємо: 
 

1
)( 2 −
=

t
ttG ;   .1)( 2

23

tt
tttg
−
+−

=
 

 

А також крайову задачу: 
 

.1)(
1

)( 2

23

2 tt
ttt

t
tt

−

+−
+Φ

−
=Φ −+

 
 

1 0 –1 

+D
 

−Dγ  

х 

y 

Рисунок 2.4 
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Оскільки у даному прикладі в області D+  функція 2( )
1

zG z
z

=
−

 не має 

нулів і має два полюси, то  
 

2( ) 2
1

tindG t ind
t

= = = −
−

κ . 

 

Оберемо за точку 0z , що лежить в середині контура, точку 10 =z , тоді 

функцію )(zΓ  будемо обчислювати за формулою 

 

0ln ( ) ( )1( ) ,
2

z G
z d

i z

−⎡ ⎤− ⋅⎣ ⎦Γ = ⋅
−∫

κ

γ

τ τ
τ

π τ
 

 

звідси  
 

2
2ln ( 1)

1 1( )
2

z d
i z

⎡ ⎤− ⋅⎢ ⎥−⎣ ⎦Γ = ⋅
−∫

γ

ττ
τ τ

π τ
. 

 

Оскільки функція щільності є сумою аналітичної в області −D  функції 

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

+
−

=
1
1ln)(1 z

zzf ,і аналітичної в +D  функції zzf ln)(2 = , то звикористовуючи 

формули (1.3) і (1.4), одержимо 
 

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

∈⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

+
−

−

∈
=Γ −

+

.,
1
1ln

;,ln
)(

Dz
z
z

Dzz
z  

 

Відповідно до формул (Б.13) знайдемо функції )(zX ± : 
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.
1
1)(

,)(

)(

)(

−
+

==Χ

==Χ
−

+

Γ−

Γ+

z
zez

zez

z

z

 

 

Перевіримо умову існування розв’язку поставленої крайової задачі з 

індексом 2−=κ , меншим за 1− : 
 

=
−

+−
=⋅ ∫∫ +

τ
τττ

ττ
π

τ
τ
τ

π γγ
d

i
d

X
g

i )(
1

2
1

)(
)(

2
1

2

23

2

1 1
2 2 ( 1)

dd
i i

+ =
−∫ ∫

γ γ

ττ
π π τ τ

 

.11
1

1
2
1

2 ⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡
−−

−
+= ∫∫∫∫ τ

τ
τ

τ
τ

τ
τ

π γγγγ
dddd

i
 

 

Розглянемо інтеграли τ
τ

τ
τ

τ
τ

τ
γγγγ

dddd ∫∫∫∫ − 2
1,1,

1
1, . Функції, що стоять 

під знаками цих інтегралів, є аналітичними в середині контура. Тому 

значення цих інтегралів дорівнюють нулю. За теоремою Коші, інтеграл 

τ
τγ

d∫ −1
1  дорівнює iπ2 . Отже, 

 

01
)(

)(
2
1

≠=⋅ ∫ +
τ

τ
τ

π γ
d

X
g

i
. 

 

Це означає, що умова існування розв’язку крайової задачі Рімана не 

виконується. Тому дане інтегральне рівняння не має розв’язку. 

Відповідь. Задача не має розв’язку. 

Приклад 3.5 Розв’язати інтегральне рівняння 
 

2
2

3 ( ) 2( 2) ( )
1L

t tt t d
i t t

Κ ≡ − + =
− +∫φ

φ τφ τ
π τ  
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за таких припущень: +− ∈∈−− DiiDii 2,,2, . 

Розв’язання. Зображення контура і областей на комплексній площині, 

що задовольняють умову, наведено на рисунку 2.5. За формулою (2.12) 

знайдемо 
 ( )( )

( )( )itit
itittG

2
2)(

++
−−

= ;  
( ) ( )( )ititit

ttg
−++

=
2

2)( 2 . 

 

Отже, інтегральне рівняння зведено до 

задачі Рімана: 

 

( )( )
( )( ) ( ) ( )( )

.
2

2)(
2
2)( 2 ititit

tt
itit
ititt

−++
+Φ

++
−−

=Φ −+  

 

В області D+  функція ( )( )
( )( )iziz

izizzG
2
2)(

++
−−

=  має два нулі і не має полюсів, 

тому  

 

( )( )
( )( )

2
( ) 2

2
t i t i

indG t ind
t i t i
− −

= = =
+ +

κ . 

 

Для знаходження функції ( )zΓ  застосуємо формулу (1.3). Оберемо iz =0 , 

тоді 
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τ
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z
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⎟
⎠
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⎜
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⎛
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Рисунок 2.5 
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Функція щільності є сумою функції 
iz
izzf

−
−

=
2ln)(1 , аналітичної в 

області −D , і функції  ( )( )iziz
zf

2
1ln)(2 ++

= , аналітичної в +D , тому згідно з 

(1.3) і (1.4), одержимо 

 

( )( )

⎪
⎪
⎩

⎪⎪
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∈
−
−

−

∈
++=Γ

−

+

.,2ln
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2

1ln
)(

Dz
iz
iz

Dz
izizz  

 

Відповідно до формул (1.27) знайдемо функції )(zX ± : 

 

( )( ) ,2
1)( )(

iziz
ez z

++
==Χ

+Γ+

    

.
2

)( )(
iz

izez z
−
−

==Χ
−Γ−  

 

Застосовуючи формулу (1.31), отримаємо:  

 

( )( ) z
d

iiiz
d

X
g

i
z
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⋅
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=

−
⋅⋅=Ψ ∫∫ + τ

τ
ττ
τ
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τ

π
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2
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2
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Оскільки 
( )( ) 1 2

2( ) ( ) ( )zz z z
z i z i

= = +
+ −

φ φ φ , де 1
1( )z

z i
= −

+
φ  аналітична 

в +D , а функції 2
1( )z

z i
= −

−
φ  аналітична в D− , то  

 

⎪
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Звідси  

 

iz
z

+
=Ψ+ 1)( ,   

iz
z

−
−=Ψ− 1)( . 

 

Розв’язок крайової задачі Рімана знаходимо, застосовуючи формули 

(1.29) і (1.30): 

 

( )( )

( ) ( )( )

2

2
0

1 1( ) ( ) ( ) ( ) ,
2

1 1( ) ( ) ( ) ( ) .
2

k

k
k

z z z z A z B z C
z i z i z i

z z z z z z A z B z C
z i z i z i

+ + +

−− − −

⎡ ⎤⎡ ⎤Φ = Χ ⋅ Ρ + Ψ = ⋅ ⋅ + ⋅ + +⎣ ⎦ ⎢ ⎥+ + +⎣ ⎦

⎡ ⎤⎡ ⎤Φ = − ⋅Χ ⋅ Ρ + Ψ = ⋅ ⋅ + ⋅ + −⎣ ⎦ ⎢ ⎥− − −⎣ ⎦

 

 

Розв’язок крайової задачі повинен задовольняти умову 0)( =∞Φ− . З цього 

випливає, що 0A= . 

Отже, розв’язок крайової задачі Рімана має вигляд: 

 

( )( )

( )( ) .1
2

1)(

,1
2

1)(

⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡

−
−+⋅⋅

−−
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⎤

⎢⎣
⎡

+
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+
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iziz
z

iz
CzB
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Таким чином, розв’язком даного інтегрального рівняння буде функція 

 

( )( ) ( )( )
1 1 1 1( ) ( ) ( ) .

2 2
t t t Bt C Bt C

t i t i t i t i t i t i
ϕ + − ⎡ ⎤ ⎡ ⎤= Φ −Φ = ⋅ + + − ⋅ + −⎢ ⎥ ⎢ ⎥+ + + − − −⎣ ⎦ ⎣ ⎦

. 
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Відповідь. 
( ) ( )

( )
( )( ).4141

)5(2)( 22222

2

++

+
+

++

−
=

tt
CtBt

tt

tttϕ
 

Приклад 3.6 Розв’язати інтегральне рівняння 

 

2 3 ( )( 2) ( ) 2 ( 2 )(1 )
L

tt t d t t i at
i t

Κ ≡ − + = − +
−∫φ

φ τφ τ
π τ  

 

за таких припущень: +− ∈−∈−− DiDiii ,2,2, . 

Розв’язання. Схематичне зображення 

контура і областей наведено на рисунку 2.6. 

Функції )(tG  та )(tg  було знайдено у 

попередньому прикладі: 
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де в тому ж прикладі отримано задачу Рімана: 
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Знайдемо індекс функції ( )( )
( )( )itit

itittG
2
2)(

++
−−

= . В області D+  функція 

( )( )
( )( )iziz

izizzG
2
2)(

++
−−

=  не має нулі і має один полюс, тому  

 

( ) 1.к indG t= = −  

 

Оберемо iz −=0  і застосуємо (128): 
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Рисунок 2.6 
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( )( )
( ) τ
τ
τ
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⎟
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⎞
⎜
⎝
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2ln

2
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Оскільки функція щільності останнього інтеграла типу Коші 

( )( )
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izizzf
2

2ln)(
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=  є аналітичною в області +D , то 
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Відповідно до (1.27) знайдемо функції )(zX ± : 
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Застосовуючи формулу (1.31), отримаємо:  

 

z
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Оскільки функція щільності останнього інтеграла типу Коші є сумою 

функції 
iz

zazf
−
+

=
1)(1 , аналітичної в області +D , і функції 

iz
zazf
+
+

=
1)(2 , 

аналітичної в D− , то згідно з (1.3) і (1.4) одержимо: 
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Звідси  

 

a
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zaaz
+
+

−=Ψ− 1)( . 

 

Шуканий розв’язок знаходимо, застосовуючи формулами (1.32), (1.33).  

 

( )0

2 ( 2 )( ) ( ) ( ) ( ) ,
2
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Отже, розв’язком даного інтегрального рівняння буде функція 

 

0
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x 

4 ПРИКЛАДИ РОЗВ’ЯЗАННЯ ХАРАКТЕРИСТИЧНИХ  

СИНГУЛЯРНИХ ІНТЕГРАЛЬНИХ РІВНЯНЬ  

НА ДІЙСНІЙ ОСІ 

 

 

Приклад 4.1 Знайти значення параметра k , при якому існує розв’язок 

інтегрального рівняння і знайти цей розв’язок ( t R∈ ) 
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2 3 1

5 12 2 1.
2

t i t ii t t d ti
kt h kt h i tϕ

ϕ τ
ϕ τ

π τ

+∞
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+ −−
Κ ≡ ⋅ + ⋅ ⋅ = +

+ + −∫  

       

        Розв’язання. Знайдемо ( )G t  та ( )g t  за 

відомою формулою (2.12). Звідки  

 

        

Рисунок 4.1                                       ( ) 3 ;
2

t iG t
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− +

=
+
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2

kt hg t
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+

=
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Звідси випливає, що крайову умову (2.11) можна записати у вигляді 

 

3( ) ( ) .
2 2

t i kt ht t
t i t i

+ −− + +
Φ = ⋅Φ +

+ +
 

 

Знайдемо нулі функції 3( )
2

z iG z
z i
− +

=
+

 

 

3 0,
3 1

z i
z i D N+ +

− + =

= ∈ ⇒ =
 

 

 

3i у 
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і полюси  

2 0,
2 0.

z i
z i D P− +

+ =

= − ∈ ⇒ =
 

Отже, індекс даної функції ( )G t  буде дорівнювати 

 

( ) 1.indG t N Pκ + += = − =  

 

Використовуючи формулу (1.40) при  

 

1, 3, 1, 2a b c d= − = − = = , 

 

знайдемо ( ) :Г z  

 

( ) ( )

1

1 ln
2

1 3 3ln 0;
2 2 2

кa bi dГ z G
i c di z

i i d
i i i z

τ ττ
π τ τ

τ τ τ
π τ τ τ

−+∞

−∞

−+∞

−∞

⎡ ⎤−⎛ ⎞= ⋅ ⋅ =⎢ ⎥⎜ ⎟+ −⎝ ⎠⎢ ⎥⎣ ⎦
⎡ ⎤− + − +⎛ ⎞= ⋅ =⎢ ⎥⎜ ⎟+ + −⎝ ⎠⎢ ⎥⎣ ⎦

∫

∫
 

 

Застосовуючи формули (1.39) знаходимо функції ( )X z±  

 

( ) ( ) 0 1.Г zX z e e
±± = = =  

 

Згідно з формулою (1.44)  

 

( )
( )

1( ) ,
2

g dz
i X z

τ τ
π τ τ

+∞

+
−∞

Ψ = ⋅
−∫  
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Звідки маємо: 

 

1 1( ) .
2 2 1

k h dz
i i z

τ τ
π τ τ

+∞

−∞

+
Ψ = ⋅ ⋅

+ −∫  

Функцією щільності інтеграла типу Коші є функція ( )
2

kz hz
z i

ϕ +
=

+
. 

Знаходячи її особливі точки 2z i D−= − ∈ , доходимо висновку, що ( )zϕ  – 

аналітична в області D+ , а ( ) кϕ ∞ = . Отже, застосовуючи (1.13), обчислимо: 

 

, ;
2 2( )
, .

2

kz h k z D
z iz

k z D

+

−

+⎧ − ∈⎪⎪ +Ψ = ⎨
⎪− ∈
⎪⎩

 

 

Звідси випливає, що 

 

( ) ,
2 2

kz h kz
z i

+ +
Ψ = −

+
 ( ) .

2
kz−Ψ = −  

 

Враховуючи, що ( ) 0Ф± ∞ = , за формулами (1.45) і (1.46) 

 

1( ) ( ) ( ) ( ) ,z z z P z+ + +
−⎡ ⎤Φ = Χ Ψ +⎣ ⎦κ  

0 1( ) ( ) ( ) ( ) ( )z z z z z P z− − − −
−⎡ ⎤Φ = − Χ Ψ +⎣ ⎦

κ
κ   

 

знаходимо ( )Ф z± : 

 

( )1
( ) 1 ;

2 2 2
kz h k Bz
z i z i

+
⎡ ⎤+

Φ = ⋅ − +⎢ ⎥
+ +⎢ ⎥⎣ ⎦
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13 2( ) 1 .
2 2 2 2 3 3

z i k B k z i Bz
z i z i z i z i

−
− − + +⎛ ⎞ ⎡ ⎤Φ = ⋅ ⋅ − + = − ⋅ +⎜ ⎟ ⎢ ⎥+ + − + − +⎝ ⎠ ⎣ ⎦

 

 

Оскільки ( ) 0Ф± ∞ = , то  

( ) 0 0,
2 2
k kФ k+ ∞ = − + = =  

( ) 0 0.
2 2
k kФ− ∞ = − = =  

 

Отже, умовою розв’язності крайової задачі, а і разом з нею і інтегрального 

рівняння, є 0k = . 

Застосовуючи  формулами Сохоцького (2.10) 

( ) ( ) ( ),t t tϕ + −= Φ −Φ отримаємо розв’язок характеристичного сингулярного 

рівняння 

 

0 0 0 2( ) .
2 2 2 2 3 3

t h B t i Bt
t i t i t i t i
⋅ + +

= − + + ⋅ −
+ + − + − +

ϕ  

 

Відповідь. Розв’язок існує, якщо 0k = . Причому цей розв’язок має 

вигляд 

 

( ) , .
2 3

h B Bt t R
t i t i
+

= − ∈
+ − +

ϕ  

 

Приклад 4.2 Розв’язати сингулярне рівняння на дійсній осі [7] 

 

( ) ( ) ( ) ( )2
3 3 , .

t bit it i t d t R
i t t i

+∞

−∞

⋅ ++
Κ ≡ + + ⋅ = ∈

− −∫ϕ

ϕ τ
ϕ τ

π τ
   

 

Розв’язання. Будемо знаходити ( )G t  та ( )g t  за формулами (2.12), де 
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( ) 3 3 ,a t t i= +  ( ) ,b t t i= +   

( ) ( )2
.

t bi
f t

t i
⋅ +

=
−

 

 

Звідки  

( ) 1 ;
2

G t =      ( ) ( ) ( )
.

2
i b tig t

t i t i
−

= ⋅
− ⋅ +

 

 

Тоді крайова умова (2.11) має вигляд 

 

( )( )
1( ) ( ) .
2 2

i b tit t
t i t i

+ − −
Φ = ⋅Φ + ⋅

− +  

Оскільки ( ) 1 ;
2

G t =  то функція не має нулів і не має полюсів, отже, індекс 

функції дорівнює  

 

( ) 0.indG tκ = =  

 

Для знаходження функції ( )Г z  застосовуємо формулу (1.40) у вигляді 

 

( )1( ) ln
2

кi dz G
i i z

−+∞

−∞

⎡ ⎤−⎛ ⎞Γ = ⎢ ⎥⎜ ⎟+ −⎝ ⎠⎢ ⎥⎣ ⎦
∫

τ ττ
π τ τ

, 

 

звідки  

 

1 1( ) ln .
2 2

dz
z

τ
π τ

+∞

−∞

Γ = ⋅
−∫  
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Розглянемо функцію ( ) 1ln .
2

f z =  Вона не має особливих точок, тому 

будемо вважати, що ( )f z  аналітична в області D+ , тому для поставленої 

задачі згідно з формулою (1.13),  

1 1 1ln ln , ;
2 2 2( )
1 1ln , .
2 2

z D
Г z

z D

+

−

⎧ − ∈⎪⎪= ⎨
⎪− ∈
⎪⎩

 

 

А отже 

 
1
21 1 1 1( ) ln ln ln ,

2 2 2 2
z+ ⎛ ⎞Γ = = =⎜ ⎟

⎝ ⎠
  

1
21 1 1( ) ln ln ln 2.

2 2 2
z

−
− ⎛ ⎞Γ = − = =⎜ ⎟

⎝ ⎠
 

 

Відповідно до формул (1.39) знайдемо функції ( )X z± : 

 

( ) ( )1 , 2.
2

X z X z+ −= =  

 

Застосовуючи формулу (1.44), маємо: 

 

( )
( ) ( )

21( ) .
2 2

b ii dz
i i i z

τ τ
π τ τ τ

+∞

−∞

−
Ψ = ⋅ ⋅

− ⋅ + −∫  

 

Функцію щільності останнього інтеграла типу Коші можна записати у 

вигляді 
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( )
( )( )

( )
( )

( )
( )

1 1
2 2 2( ) 2

2 2

1 12 2 2 1 2 12 2 2 2 .
4 4

b b
b zii i i iz

z i z i z i z i

i b i b
b bi i

z i z i z i z i

+ −⎛ ⎞
⎜ ⎟− −= ⋅ = + =⎜ ⎟− + − +⎜ ⎟
⎝ ⎠

+ −
+ −−= + = +

− + − +

ϕ

 

Особлива точка z i D+= ∈  функції ( )
( )

2 1
4

b
z i
+
−

, тому вона аналітична в 

D− , а особлива точка z i D−= − ∈  функції ( )
( )

2 1
4

b
z i
−
+

, томи вона аналітична в 

області D+ . То згідно з (1.13) і (1.14) одержимо 

 

( )
( )

( )
( )

2 1 0 0 , ;
4 2 2

( )
2 10 0 , .

2 2 4

b
z D

z i
z

b
z D

z i

+

−

⎧ −
− + ∈⎪

+⎪Ψ = ⎨
+⎪ + − ∈⎪ −⎩

 

 

Розв’язок крайової задачі задовольняє умову ( )( ) 0.+ −Φ ∞ = Φ ∞ =  Тому, 

відповідно до (1.45) і (1.46),  розв’язок задачі Рімана набуває вигляду: 

 

( )
( ) ( ) ( )0

2 11 0 1( ) ,
4 42

b bz
z i z iz i

+
⎡ ⎤− −

Φ = + =⎢ ⎥
+ ++⎢ ⎥⎣ ⎦

 

( )
( ) ( )

( )
( )

0

0

2 1 10( ) 2 .
4 2

b bz iz
z i z i z iz i

−
⎡ ⎤+ ++⎛ ⎞Φ = ⋅ − + =⎢ ⎥⎜ ⎟− − −⎝ ⎠ +⎢ ⎥⎣ ⎦

 

 

Отже, розв’язком даного інтегрального рівняння буде функція 
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( ) ( ) ( ) ( )
1 1( ) .

4 2
b bt Ф t Ф t

t i t i
ϕ + − − +

= − = +
+ −

 

 

Відповідь. 
( ) ( )
1 1( ) .

4 2
b bt

t i t i
ϕ − +

= +
+ −
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ВИСНОВКИ  

 

 

У роботі розглянуто характеристичні сингулярні рівняння, розв’язання 

яких зводяться до крайових задач теорії аналітичних функцій. Цей метод 

розв’язання інтегральних рівнянь такого типу запропоновано Гаховим Ф.Д. в 

роботі [7].  

Сингулярні інтегральні рівняння застосовуються в теорії пружності, 

зокрема в теорії плоских контактних задач. В цих теоріях фізичні задачі 

моделюються сингулярними інтегральними рівняннями[1].  

Розглянуто один із видів особливого (сингулярного) інтегрального 

рівняння – характеристичне рівняння: 

 

.)()()()()( ∫ =
−

+
L

tfd
ti

tbtta τ
τ
τϕ

π
ϕ

 
 

У цьому випадку рівняння можна привести до крайової задачі Рімана та 

розв’язати рівняння в замкнутій формі. За допомогою заміни  

 

)()(
)()()(

tbta
tbtatG

+
−

= ,       ( )( )
( ) ( )

f tg t
a t b t

=
+  

 

сингулярне інтегральне рівняння перетворюється у крайову задачу теорії 

аналітичних функцій: ( ) ( ) ( ) ( )tgttGt +Φ=Φ −+ , γ∈t . 

У роботі були розв’язаний ряд характеристичних сингулярних 

інтегральних рівнянь, які були запропоновані до розв’язку Гаховим Ф.Д. [7], 

а деякі із прикладів – авторські (приклад 3.4 і приклад 4.1) 
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