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РЕФЕРАТ 

 

 

Кваліфікаційна робота магістра «Дослідження математичних моделей 

популяційної динаміки із запізненням методами теорії позитивних систем та 

теорії автоматичного керування.»: 94 с., 3 рис., 38 джерел. 

АСИМПТОТИЧНА СТІЙКІТЬ, ДИФЕРЕНЦІЙНІ РІВНЯННЯ ІЗ 

ЗАПІЗНЕННЯМ, КЕРОВАНІСТЬ, МАТЕМАТИЧНА МОДЕЛЬ, МАТРИЦЯ 

ЛЕСЛІ, ПОЗИТИВНІСТЬ СИСТЕМ, СПОСТЕРЕЖУВАНІСТЬ, СТІЙКІСТЬ 

ЗА ЛЯПУНОВИМ.  

Об’єкт дослідження – математична модель популяційної динаміки із 

запізненням. 

Мета роботи: провести аналіз об’єкту дослідження та математичних 

моделей, що описують його поведінку на предмет його позитивності, 

стійкості за Ляпуновим та асимптотичної стійкості, а також основних 

властивостей систем керування – спостережуваності та керованості; 

визначення умов, що забезпечують виконання зазначених властивостей. 

Метод дослідження – аналітичні методи дослідження стійкості за 

Ляпуновим, керованості, спостережуваності та ідентифікованості систем 

керування, метод дослідження позитивності у математичних моделях 

динамічних систем.  

У кваліфікаційній модель росту динаміки популяцій Леслі із 

запізненням. Для зазначених моделей з дискретною та неперервною віковою 

структурою проводиться аналіз позитивності об’єкту засобами теорії 

позитивних систем, а також проводиться дослідження стійкості руху, 

керованості та спостережуваності теорії динамічних систем та теорії 

автоматичного керування та регулювання.   



 

SUMMARY 

 

 

Bachelor qualifying paper “Study of mathematical models of population 

dynamics with delay using the methods of positive systems theory and automatic 

control theory.”: 94 pages, 3 figures, 38 references. 

ASYMPTOTIC STABILITY, DELAY DIFFERENTIAL EQUATIONS, 

CONTROLLABILITY OF SYSTEMS, MATHEMATICAL MODEL, MATRIX 

OF LESLIE, POSITIVE SYSTEMS, POPULATION DYNAMICS, 

OBSERVABILITY OF SYSTEMS, LIABILITY STABILITY 

The object of study is a mathematical model of P.Leslie with delay. 

The aim of study is to analyze the object of research and mathematical 

models with delay that describe the behavior for positivity, Lyapunov and 

asymptotic stability, as well as the main characteristics of control systems – 

observation and controllability.  

Method of investigation: analytical methods for solving methods for solving 

delay differential equations, the method of state variables, methods for studying the 

stability of Lyapunov, mathematical study of controllability, observation and 

identification of control systems, method of research of positivity in mathematical 

models of dynamic systems. 

In the qualification work discrete and continuous, mathematical model with 

delay that was built on the base of continuous, mathematical models of Leslie for 

the demographic dynamics of populations are considered. For these models with a 

discrete and continuous age structure analysis is being conducted on the positivity 

by the methods of the theory of positive systems and also is investigated motion 

stability, controllability, observation by theory of dynamics systems and theory of 

automatic control.  
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ВСТУП 

 

 

У сучасній популяційній екології проблема моделювання чисельності 

різних видів живих істот займає одне з центральних місць. Під популяцією 

розумітимемо сукупність особин одного виду, відносно відособлених від 

інших груп, що мають спільний генофонд, а також здатних до більш менш 

стійкого самовідтворення. У зв’язку з тим, що стратегія промислу, яку 

здійснюють люди, відрізняється від «стратегії» дій природних факторів, 

гостро стало питання винищення популяцій окремих видів тварин. А тому, 

задача  математичного моделювання динаміки популяцій виявляється, як 

ніколи актуальною та необхідною для збереження і відновлення зникаючих 

видів тварин. Якщо математична модель правильно підібрана, можна 

спрогнозувати динаміку змін параметрів системи, а у ряді випадків отримати 

важливі , якісні результати.  

Для прогнозування чисельності популяції тварин, особливо з 

урахуванням вікового складу, найдоречніше застосовувати математичну 

модель з дискретною структурою. Першим, хто запропонував подібну модель 

із дискретним розбиттям був Патрик Леслі. Тому в даній кваліфікаційній 

роботі об’єктом дослідження є модель популяційної динаміки П. Леслі.   

Насправді, в системах завжди є деяке запізнювання в регуляції 

чисельності, викликане деякими причинами. Розвиток будь-якої дорослої 

особини з плодотвореного яйця вимагає певного часу. Тому, якщо якась 

зміна зовнішніх вакторов, наприклад, збільшення ресурсів, викличе 

підвищення продуктивності дорослих собей, та відповідна зміна чисельності 

станеться лише по закінченню часу 𝜏. Зміна чисельності популяцій не 
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миттєво позначається на швидкості. Відповідно такі системи краще 

описувати диференціально-різницевими рівняннями із запізнюванням. 

Метою роботи виступає проведення аналізу об’єкту дослідження та 

математичних моделей, що описують його поведінку на предмет його 

позитивності, стійкості за Ляпуновим та асимптотичної стійкості, а також 

основних властивостей систем керування – спостережуваності та 

керованості; визначення умов, що забезпечують виконання зазначених 

властивостей; розробка методики проведення аналізу основних властивостей 

математичних моделей об’єкту. 

В першому розділі проводиться ознайомлення  із сутністю та 

основними методами роботи моделювання біологічної популяційної 

динаміки, розглядається особливості математичних моделей із запізненням, а 

також вивчаються особливості застосування  математичних моделей 

позитивних систем та детально аналізуються критерії позитивності .  

Другий розділ розкриває загальні поняття і теорію диференціальних 

рівнянь із аргументом, що запізнюється, а також методи, які до них 

застосовуються. А саме метод кроків та наближений метод розкладання 

невідомої функції з аргументом, що запізнюється, за ступенями 

запізнювання. 

Третій розділ присвячено безпосередньо моделі об’єкта дослідження. 

Тобто особливостям побудови та умовам застосування математичної моделі 

Леслі із запізненням, а також аналізу позитивності об’єкта дослідження.   

У четвертому розділі проводиться аналіз досліджуваної системи та її 

математичної моделі у змінних стану на виконання основних якісних та 

динамічних властивостей засобами теорії позитивних систем та керування. 

Аналіз проводиться за наступними напрямами: стійкість руху, керованість та 

спостережуваність біологічних систем.  
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1 АНАЛІЗ ОБ’ЄКТА ТА ПРЕДМЕТНОЇ ОБЛАСТІ ДОСЛІДЖЕННЯ 

 

 

З метою висвітлення основних досягнень в області математичного 

моделювання популяційної динаміки та детального розкриття об’єкту 

дослідження в даному розділі проводиться аналіз біологічної популяційної 

динаміки із розкриттям її особливостей та надається детальна характеристика 

сучасного рівня розробки зазначеної тематики дослідження. 

 

 

1.1 Поняття, основні підходи та особливості моделювання 

біологічної популяційної динаміки 

 

Перше ніж розглянути основні підходи та особливості моделювання 

біологічної систем популяційної динаміки, зупинимося на розкритті 

фундаментальних понять, що стосуються об’єкту. Під популяцією будемо 

розуміти динамічну єдність організмів, що знаходяться у певній взаємодії. 

Динамікою популяції називають зміни в структурі, загальної чисельності та 

розподілу популяції, як реакція на умови навколишнього середовища. 

У спрощеному вигляді динаміка популяції характеризується, як 

народжуваність та смертність.  Аналізуючи ці характеристики можна зробити 

висновки про стійкість та перспективний розвиток популяції. 

За допомогою звичайних диференціальних рівнянь можна зробити опис 

динаміки популяцій , якщо виконуються наступні умови [32]:  

– індивідууми рівномірно розподілені в просторі; 

– популяція в достатній мірі однорідна за віковою і статевою 

ознаками; 
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– процес відтворення відбувається неперервно; 

– загальна кількість особин достатньо велика. 

Чисельність популяції позначимо 𝑋(𝑡). Функція 𝑋(𝑡) повинна бути 

дискретною, але зроблені припущення дозволяють з певною похибкою 

вважати, що дана функція є неперервно диференціюємою  для усіх 𝑡 ≥ 0.  У 

ряді випадків, для зручності, в якості чисельності популяції розглядається 

обсяг біомаси всіх особин (наприклад, відомо, що біомаса мурах можна 

порівняти з біомасою людей, проте чисельність різниться на кілька порядків). 

З біологічного сенсу випливає, що  𝑋(𝑡) ≥ 0 для усіх 𝑡 ≥ 0. 

Зміну стану системи із часом 𝑡 ∈ 𝑇, де T – упорядкована множина, 

називають еволюцією динамічної системи. В математичної біології 

застосовуються два типи динамічних систем: з  неперервним часом 𝑇 = ℝ та 

з дискретним (цілочисельним) часом 𝑇 = ℤ. Динамічні системи першого типу 

називаються неперервними, другого – дискретними. 

Основним компонентом будь–якої динамічної системи є закон 

еволюції, який визначає стан системи 𝑥𝑡 в момент часу 𝑡, за умовою, що 

початковий стан 𝑥0 відомий. Найзагальніший спосіб для опису закону 

еволюції – припустити, що для будь–якого 𝑡 задано відображення 𝑋 → 𝑋 

(тобто з часом наша система зманює своє положення, блукаючи деяким 

заданим чином по простору станів): 

яке переводить початковий стан в деякий інший: 𝑥𝑡 = 𝜑𝑡𝑥0. Відображення  

𝜑𝑡 часто називають еволюційним оператором динамічної системи.   

 

𝜑𝑡: 𝑋 → 𝑋, (1.1) 
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На початку минулого століття Т.Мальтус сформулював модель 

експоненційного зростання чисельності популяції за умови необмежних 

ресурсів. В цілому для популяції характерний експоненціальний та 

логістичний тип росту. 

Нехай 𝛼 – питома народжуваність (відношення кількості народжених в 

одиницю часу до загальної кількості особин), а 𝛽 – питома смертність 

(відношення кількості загиблих від хижаків, хвороби, старості і т. ін. особин 

в одиницю часу до загальної кількості особин). Припустимо, що питомий 

приріст 𝑎 =  𝛼 − 𝛽 є постійною величиною. Тоді для популяції з початковою 

чисельністю 𝑋0 маємо: 

 

𝑑𝑋

𝑑𝑡
= 𝑎𝑋(𝑡), (1.2) 

 𝑋(0) = 𝑋0 . .. 
 

 

 

Загальним розв’зком є експоненціальна функція: 

 

𝑋(𝑡) = 𝑋0𝑒
𝑎𝑡. (1.3) 

 

Це означає, якщо 𝑎 > 0 чисельність популяції нескінченно зростає 

(див.рис. 1,1) [32], а при 𝑎 < 0 – спадає, прямуючи до нуля при збільшенні 

часу. 
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Рисунок 1.1 – Експоненціальне зростання популяції при 𝑎 > 0  

 

Враховуючи дані про зростання чисельності населення і площі 

оброблюваних полів, Мальтус першим зробив висновок, що чисельність 

людства зростає в геометричній прогресії, експоненційно, разом з тим 

харчова промисловість зростає лінійно з часом (в арифметичній прогресії), 

тому рано чи пізно лінійну функцію пережене експонента настане велика 

нестача їжі. Керуючись цим умовиводом Мальтус намагався донести, що 

введення обмежень на народжуваність є обов'язковим, особливо для 

незаможних прошарок суспільства. З сучасної точки зору головна вада теорії 

Мальтуса є те, що процес саморегуляції чисельності людства немає, а це 

призводить її до демографічного переходу. Демографічний перехід – 

модифікація виду зміни поколінь, іншими словами відтворення населення 

стає просто заміщенням поколінь коли швидко знижаються показники 

народжуваності і смертності,. Перехід від традиційного суспільства до 

індустріального частиною якого є цей процес, для якого притаманна висока 

народжуваність і висока смертність. Разом з тим теорія Мальтуса досить 

точно описує закономірності економіко–демографічної динаміки 

доіндустріальних товариств. Ідеї Мальтуса справили потужний позитивний 

вплив на розвиток біології, по–перше, через їх вплив на Дарвіна, а, по–друге, 

на їх основі з'явилися більш досконалі математичні моделі популяційної 
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біології, починаючи з логістичної моделі Гомпертца і Ферхюльста (див. рис. 

1.2) [32]. 

Як правило, чисельність популяції залежить не тільки від 

співвідношення народжуваності і смертності, а й від обмеженості харчових 

та інших ресурсів (лімітуюча середа). Свій варіант обліку цього чинника 

запропонував бельгійський математик Ферхюльст. Він поставив собі за мету 

визначити, чи буде населення Бельгії необмежено зростати. В якості розв’зка 

було запропоновано нову модель динаміки чисельності популяції при 

обмежених ресурсах, описувана рівнянням 

 

𝑑𝑋

𝑑𝑡
= 𝑎𝑋 (1 −

𝑋

𝐾
 ) . (1.4) 

 

Це рівняння володіє двома важливими властивостями: при малих 𝑋 

чисельність 𝑋 зростає експоненціально (як в рівнянні (1.2)), при великих – 

наближається до певної межі  К. Ця величина, яка називається ємністю 

популяції, визначається обмеженістю харчових ресурсів, місць для 

гніздування, багатьма іншими факторами, які можуть бути різними для 

різних видів. Таким чином, ємність екологічної ніші є системний фактор, 

який визначає обмеженість зростання популяції в даному ареалі проживання. 

Рівняння (1.4) можна також переписати у вигляді  

 

 𝑑𝑋

𝑑𝑡
= 𝑎𝑋 − 𝛿𝑋2. (1.5) 
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Тут 𝛿 – коефіцієнт внутрішньовидової конкуренції (за харчовий ресурс, 

притулку і т.п.). Рівняння (1.4) можна розв’язати аналітично. Розв’язок в 

такому випадку буде мати вигляд: 

 

 
𝑋(𝑡) =

𝐾𝑋0𝑒
𝑎𝑡

𝐾 − 𝑋0 + 𝑋0𝑒
𝑎𝑡 . (1.6) 

 

Вираз (1.6) описує кінетичну криву, тобто залежність чисельності 

популяції від часу. Якщо вираз (1.6) продиференціювати два рази по 𝑡, 

побачимо, що крива 𝑋(𝑡) має точку перегину, з координатами 

 

 
(
1

𝑎
ln
𝐾 − 𝑋0
𝑋0

;
𝐾

2
). (1.7) 

 

Ордината є половиною максимальної чисельності, а абсциса залежить 

як від ємності популяції К, так і від константи власної швидкості росту 𝑎 – 

чим вище генетичні можливості популяції, тим швидше настає перегин на 

кривій чисельності. 

 

Рисунок 1.2 – Логістичне зростання популяції [32] 
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1.2 Поняття, особливості побудови та умови застосування 

математичних моделей позитивних систем 

 

Нехай ми маємо рівняння стану виду 

 

 𝑑𝑋

𝑑𝑡
= 𝐴𝑋(𝑡) + 𝐵𝑈(𝑡), (1.8) 

 

або  

 

 𝑋(𝑡 + 1) = 𝐴𝑋(𝑡) + 𝑏𝑈(𝑡), (1.9) 

 

що являють собою, відповідно, неперервну (якщо 𝑡 визначається 

дійсними  числами) або дискретну (якщо 𝑡 визначається цілими  числами) 

систему та вихідне перетворення має вид  

 

 𝑌(𝑡) = 𝑐𝑇𝑋(𝑡). (1.10) 

 

Такі системи представляються у вигляді (𝐴, 𝑏, 𝑐𝑇) та мають своєрідні 

особливості, що накладаються умовами позитивності, які ми розглянемо далі 

[20]. 

За визначенням, позитивні системи є системи, в яких змінні стану 

матриці приймають лише невід’ємні значення. 

Скажемо, що матриця 𝐴 строго більше матриці 𝐵 (що має однакову 

кількість рядків та стовпців) та позначимо 𝐴 ≫ 𝐵 тоді та тільки тоді, коли усі 

елементи 𝑎𝑖𝑗 з 𝐴 більше за відповідні елементи 𝑏𝑖𝑗 з 𝐵. Якщо усі елементи з 

𝐴 більше або дорівнюють відповідних елементів з 𝐵, але існує принаймні 
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один 𝑎𝑖𝑗, що строго більше за 𝑏𝑖𝑗, будемо казати, що матриця 𝐴 більше за 

матрицю 𝐵 та позначимо це  𝐴 > 𝐵. Звичайно обидва випадки 𝐴 ≫ 𝐵 та 𝐴 >

𝐵 мають наувазі 𝐴 ≠ 𝐵. Позначення 𝐴 ≥ 𝐵, що читається як 𝐴 більше або 

дорівнює 𝐵, значить, що усі елементи з 𝐴 більше або дорівнюють 

відповідним елементам матриці 𝐵. Таким чином 𝐴 ≥ 𝐵 задовольняється і при 

𝐴 = 𝐵. Ці визначення виправдовують використання наступних позначень і 

термінології: 

строго позитивна матриця  𝐴: 𝐴 ≫ 0 (𝑎𝑖𝑗 > 0 ∀(𝑖, 𝑗)) ; 

позитивна матриця 𝐴: 𝐴 > 0 (𝑎𝑖𝑗 ≥ 0 ∀(𝑖, 𝑗), ∃(𝑖, 𝑗): 𝑎𝑖𝑗 > 0); 

невід’ємна матриця: 𝐴: 𝐴 ≥ 0 (𝑎𝑖𝑗 ≥ 0 ∀(𝑖, 𝑗)) ; 

строго позитивна діагональна матриця 𝐴: 𝐴 ≫ 0 (𝑎𝑖𝑗 = 0 ∀𝑖 ≠ 𝑗, 𝑎𝑖𝑗 >

0 ∀𝑖). 

Аналогічні визначення та позначення можуть бути також надані для n–

мірних векторів з n > 2. Однак при роботі зі скалярами сувора позитивність 

(𝑎 ≫ 0) збігається з позитивністю (𝑎 > 0). Варто також відзначити, що 

дотримуються наступні правила: 

 

𝐴 ≫ 0, 𝐵 > 0 ⇒ 𝐴𝐵 > 0, 

𝐴 > 0, 𝐵 ≫ 0 ⇒ 𝐴𝐵 > 0, 

𝐴 ≫ 0,𝑋 > 0 ⇒ 𝐴𝑋 ≫ 0, 

𝐴 > 0,𝑋 ≫ 0 ⇒ 𝐴𝑋 > 0, 

𝑋 ≫ 0, 𝑌 > 0 ⇒ 𝑋𝑇𝑌 = 𝑌𝑇𝑋 > 0. 

 

Тепер ми можемо дати перше визначення позитивності лінійної 

системи. 
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Лінійну систему (𝐴, 𝑏, 𝑐𝑇) називають зовнішньо позитивною тоді і 

тільки тоді, коли її змінна виходу, що відповідає нульовому початковому 

стану є невід'ємною для кожної невід'ємної вхідної функції. 

Зовнішня позитивність – це властивість, яку часто легко перевірити, 

оскільки в більшості випадків з фізичних причин вхідні та вихідні змінні 

обов'язково є позитивними. 

Тепер ми можемо дати друге визначення позитивності, яке можна 

назвати внутрішнім. Лінійну систему (𝐴, 𝑏, 𝑐𝑇) називають позитивною тоді і 

тільки тоді, коли для кожного невід’ємного початкового стану і для кожної 

невід'ємної змінної входу її змінна стану і виходу не є негативними. Це 

визначення говорить, що всі траєкторії, що виходять з будь–якої точки 

позитивного ортанта ℝ+
𝑛 (включно межі) простору станів ℝт, отриманого 

шляхом застосування невід'ємного входу в систему, залишаються в 

позитивному ортанті і дають невід'ємний вихід.  

Дослідження в області позитивних систем були детально проведені в 

роботах Алілуйко, А. М.[1, 2], Мазко А. Г.[22, 23], Леонтьєвой В.В.[14, 15, 

16, 17, 18, 38], Єлховської Я. А.[14, 38], Собокар Н.В[14]. 

Далі зупинимося на  висвітле нні основних крите ріїв, за  якими в 

пода льшому буде  проводитися а на ліз позитивності об’єкта . Та к, основними 

крите ріями позитивності систе ми є: не від’ємність ма триці, не розкла дність 

ма триці, не виродже ність ма триці, викона ння те оре ми Пе ррона –

Фробе ніуса , відповідність вла стивостям ма триці Ме цле ра . 

Розгляне мо пе рший та  один з основних крите ріїв – не від’ємність. За  

озна че нням [20], не від’ємність формулюється на ступним чином. Ма триця 

𝐴 ∈ ℝ𝑛×𝑛 на зива ється не від’ємною, якщо коже н е ле ме нт в 𝐴 є не від’ємним.  

При 𝐴,𝐵 ∈ ℝ𝑛×𝑛 буде мо писа ти 𝐴 ≥ 𝐵(> В), якщо 𝑎𝑖𝑗 ≥ 𝑏𝑖𝑗(> 𝑏𝑖𝑗)  для усіх 
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1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑚 та  1 ≤ 𝑗 ≤ 𝑛. Згідно з цим позна че нням 𝐴 буде  не від’ємною  𝐴 ≥

0. Слід відмітити, з того що 𝐴 ≥ 0 та  𝐴 ≠ 0 не  виплива є 𝐴 > 0. 

На ступний крите рій, який слід визна чити для пода льшого а на лізу є 

не виродже ність. Ма триця 𝐴 ∈ ℝ𝑛×𝑛 на зива ється не виродже ною, якщо її 

визна чник не  дорівнює нулю. В іна кшому випа дку ма триця на зива ється 

виродже ною. Ма триця порядку 𝑛 є за відомо не виродже ною, якщо вона  є: 

діа гона льною ма трице ю з не нульовими діа гона льними е ле ме нта ми, ве рхнє 

трикутною з не нульовими діа гона льними е ле ме нта ми та  нижнє трикутною 

ма триця з не нульовими діа гона льними е ле ме нта ми.  

Для пода льшого розгляду те оре ми Фробе ніуса – Пе ррона  вва жливо 

з’ясува ти чи є досліджува на  ма триця не розкла дною[21]. На йпошире нішим 

ме тодом визна че ння не розкла дності є дове де ння , що виконується умова  :  

 

 
𝑃′𝐴𝑃 = ‖

А 11 А 12
0 А 22

‖, (1.11) 

 

де  А 11, А 22 – ква дра тні ма триці порядку ме нше   𝑛, 

ма триця 𝑃– ма триця пе ре ста новки.  

Якщо 𝐴 ∈ ℝ𝑛×𝑛, тоді подібне  пе ре творе ння 𝐴 виду 𝑃′𝐴𝑃, де  𝑃–

ма триця пе ре ста новки, призводить в ре зульта ті просто до пе ре ста новки 

е ле ме нтів  𝐴, причому рядки та  стовпці в 𝐴 пе ре ста вляються відповідно. 

При 𝑛 ≥ 2 ма триця 𝐴 на зива ється розкла дною, якщо існує та ка  ма триця 

пе ре ста новки 𝑃. Якщо подібної ма триці 𝑃 не  існує, тоді 𝐴 – не розкла дна . 

А ле  існують і е квіва ле нтні дове де ння цієї вла стивості. На прикла д, можна  

побудува ти відповідний до систе ми гра ф та  дове сти, що він є сильно–

зв’язним а бо дове сти викона ння умови (𝐸 + 𝐿)𝑛−1 > 0. 
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З ре штою, розглянувши всі попе ре дні умови, може мо сформулюва ти 

те оре му Пе ррона  – Фробе ніуса [21]. Дода тна  ма триця 𝐴 за вжди ма є дійсне  

та  дода тне  ха ра кте ристичне  число 𝜆, яке  є простим коре не м 

ха ра кте ристичного рівняння, пе ре ве ршує модулі усіх інших 

ха ра кте ристичних чисе л та  є водноча с спе ктра льним ра діусом ма триці 

𝜌(𝐴). Цьому «ма ксима льному» ха ра кте ристичному числу 𝜆 відповіда є 

вла сний ве ктор 𝑝  ма триці 𝐿 з дода тними координа та ми.  

В окре мих випа дка х, коли умови те оре ми Фробе ніуса –Пе ррона  не  

виконуються,  зручніше  дове сти, що досліджува на  ма триця є ма трице ю 

Ме цле ра . Ма триця 𝐴 на зива ється ма трице ю Ме цле ра , якщо усі її е ле ме нти 

поза  діа гона лі не від’ємні, тобто  𝐿𝑖𝑗 ≥ 0 при 𝑖 ≠ 𝑗. Систе ма  
𝑑𝑋

𝑑𝑡
= 𝐿𝑋  

дода тна  тоді та  тільки тоді, коли 𝐴 = ма триця Ме цле ра . Якщо 𝐴 – ма триця 

Ме цле ра , тоді за  ра хунок відповідного підбору 𝛼 > 0 можна  домогтись, 

щоб ма триця 𝐿 + 𝛼𝐼𝑛  ма ла  тільки не від’ємні е ле ме нти. Ма триця 𝐼𝑛– 

одинична  ма триця порядку 𝑛. Ма триці з не від’ємними  е ле ме нта ми, та  

відповідно і ма триці Ме цле ра , володіють рядом спе ктра льних 

вла стивосте й, вста новле них О. Пе рроном та  Г. Фробе ніусом. 

 

 

1.3 Поняття та  особливості ма те ма тичних моде ле й із 

за пізне нням 

 

В те пе рішню мить рівняння із за пізнюва нням широко 

використовується при описі дина мічних проце сів в ме ха ніці де формова ного 

тве рдого тіла (се ре довища  із спа дковими вла стивостями)[29], 



21 

те рмодина міці (при описі не оборотних проце сів)[9], в е ле ктродина міці (при 

обліку скінче нності швидкості вза ємодії)[12], в е кології (при описі проце сів 

розмноже ння видів)[12, 30], в ме дицині (при опису розвитку інфе кцій)[24], в 

те хніці (при обліку за пізнюва ння в пе ре не се ні е не ргії, ма те ріа лів, 

сигна лів)[33, 34, 37], в е кономіці (при обліку ча су за пізне ння обороту 

ка піта лу)[28, 36]. Ме тоди вивче ння ма те ма тичних моде ле й із 

за пізнюва нням розроблялись та  отрима ли те оре тичне  обґрунтува ння у 

те орії дифе ре нційних рівнянь. 

Є ма те ма тичні моде лі, що описуються дифе ре нційними рівняннями в 

ча сткових похідних із за пізнюва нням. Для них кла с функціона льно 

дифе ре нційних рівнянь втра ча є уніве рса льність. 

Пе ре хід до функціона льного простору ста ну, за пропонова ний Н. Н. 

Кра совським, дозволяє використовува ти нову уніве рса льну форму 

ма те ма тичної моде лі — кла с дифе ре нційних рівнянь у ба на ховому 

просторі. Пра гне ння до уніве рса льності в скла да ні ма те ма тичної моде лі 

узгоджується з вимога ми уніве рса льності використовува них ме тодів їх 

якісного а на лізу. Ре а ліза ція оста нньої вимоги пов’яза на  із використа нням 

те орії дифе ре нційних рівнянь у ба на ховому просторі. 

Окре мі дифе ре нційні рівняння із за пізнілим а ргуме нтом зустріча лись 

в робота х Л. Е йле ра , а ле  систе ма тичне  та  щільне  дослідже ння та ких 

рівнянь поча лося лише  в XX столітті з огляду на  не обхідність прикла дних 

на ук та  особливо те орії ре гулюва ння. До те пе рішнього ча су ситуа ція 

змінила сь і в прикла дної на уці широко використовсуються моде лі, що 

описуються рівняннями з за пізнілим а ргуме нтом (які та кож на зива ють 

функціона льно-дифе ре нціа льними рівняннями, дифе ре нційно-різнице вими 
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рівняннями, дифе ре нційні рівняння із за пізнілим а ргуме нтом, рівняння із 

на слідком). 

За га льноприйнято рівнянням із за пізне нням  на зива ти рівняння 

відносно не відомої функції 𝑥(𝑡), що узгоджує швидкість зміне ння функції 

𝑥(𝑡) з її зна че нням в да них моме нт ча су та  попе ре дній моме нт ча су 𝑡 − 𝜏, 

де  за да на  постійна  𝜏 > 0. Прикла дом ска лярного рівняння із за пізне нням є 

рівняння  

 

�̇�(𝑡) = 𝑓(𝑡, 𝑥(𝑡), 𝑥(𝑡 − 𝜏)), 𝑡 > 𝑡0, (1.12) 

  

де  𝑡0 – за да ний поча тковий моме нт ча су. 

Подібного роду рівняння з’являються  кожного ра зу, коли явище  яке  

моде люється містить е ле ме нт за пізне ння, в ре зульта ті дії якого і з’ 

являється за ле жність швидкості від минулого ста ну. У якості оче видного 

прикла ду можна  приве сти душ. На ма га ючись на ла штува ти ба жа ну 

те мпе ра туру води, ми пове рта ємо кра ни, а ле  е фе кт на ста є не  ра птово, а  

че ре з не ве лику кількість ча су, бо воді не обхідний якийсь ча с що подола ти 

відста нь від кра ну до розприскува ча . У те хнічних систе ма х е фе кт 

за пізне ння може  бути дуже  ва гомим, на прикла д, якщо мова  йде  про 

упра вління космічними а па ра та ми.  

Існува ння за пізне ння 𝜏 призводить до як до кількісним, та к і якісним 

зміна м поста новки за да чі та  вла стивостях їх роз'язку. На са мпе ре д у якості 

поча ткової умови для рівняння (1.12) слід за да ва ти не  тільки зна че ння 

𝑥(𝑡0), як це  бува є для звича йних дифе ре нційних рівнянь, а ле  й усі зна че ння 

шука ної функції 𝑥(𝑡) на  відрізку  𝑡0 − 𝜏 ≤ 𝑡 ≤ 𝑡0.  Да лі при за да них 
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поча ткових умова х рівняння (1.12) можна  пров'язувати не  в обидві сторони 

по 𝑡 ( тобто для 𝑡 > 𝑡0 та   𝑡 < 𝑡0), як для звича йних дифе ре нційних рівнянь, 

а  лише  впе ре д  по 𝑡 > 𝑡0. Явища , що моде люються рівняннями виду (1.12), 

істотно бе зконе чномірні, і тому рівняння (1.12) ча стково подібні рівнянням з 

ча стковими похідними.  

За пізнення  в рівнянні (1.12) може  на да ти істотний вплив на  якісну 

пове дінку систе ми, на прикла д, ма ти де ста білізуючий е фе кт, призводити до 

появи колива нь, до злипань розв’зків, їх фокусува ння і т.д. 

Як і за звича й, на йбільш е фе ктивними при моде люва нні виявляються 

використа ння лінійних рівнянь з постійними кое фіцієнта ми. Та к, 

на прикла д, пита ння про стійкість проце су, моде льова ного вище за зна че ним 

рівнянням, може  бути розв’язний на  основі а на лізу коре нів 

ха ра кте ристичного рівняння, яке  виявляється тра нсце нде нтним, а  не  

а лге бра їчним, як це  бува є для звича йних дифе ре нційних рівнянь.  

Дійсні явища  можуть моде люва тись рівняннями з на слідка ми і більш 

скла днішою природою, на прикла д рівняннями, що містять де кілька  

дискре тних за пізнюва нь, розподіле не  за пізнюва ння, випа дкове  

за пізнюва ння а бо їх комбіна цію. Точний розв'зок цих рівнянь у вигляді 

явної а на літичної  функції можна  отрима ти дуже  вкра й рідко, на віть якщо 

містить інте гра ли а бо суми не скінче них рядів. Тому ва жливу роль гра ють 

способи на ближе ної а бо чисе льної побудови розв'зку, причому ре а ліза ція 

цих ме тодів пов’яза на  із за стосува нням Е ВМ. 

При побудові моде ле й явищ із ма лим за пізнюва нням ча стіше  воно не  

бе ре ться до ува ги. А ле  подібне  не хтува ння милим за пізнюва нням не  є 

коре ктним і може  призве сти до не вірних ре зульта тів.  
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У якості прикла ду подивимось на йпростіше  лінійне  рівняння з 

постійним кое фіцієнта ми:  

 

𝑑𝑁

𝑑𝑡
= 𝑟𝑁(𝑡 − 𝜏). (1.13) 

 

Буде мо шука ти розв'зок у вигляді 𝑁(𝑡) = 𝑒𝜆𝑡 . Тоді  

 

𝜆 = 𝑟𝑒−𝜆𝜏. (1.14) 

 

На  відмінну від звича йних дифе ре нційних рівнянь ха ра кте ристичне  

рівняння виявилось не  а лге бра їчним, а  тра нсце нде нтним. Ха ра кте ристичне  

рівняння може  ма ти дійсні корні, тільки якщо 𝑟 та  λ одного ма ють один 

зна к. Обме жимось тільки пошуком пе ріодичних розв'язків. Пе ріодичному 

розв'язку буде  відповіда ти уявне  зна че ння 𝜆. Не ха й 𝜆 = ±𝑖𝑘, де  𝑘 > 0. Тоді  

 

𝑖𝑘 = 𝑟𝑒−𝑖𝑘𝜏 = 𝑟(𝑐𝑜𝑠 𝑘𝜏 − 𝑖 𝑠𝑖𝑛 𝑘𝜏). (1.15) 

 

Звідки виплива є, що  

 

𝑘 = −𝑟 𝑠𝑖𝑛 𝑘𝜏, 𝑐𝑜𝑠 𝑘𝜏 = 0. 

 

Та ким чином,  

 

𝑘 =
𝜋

2𝜏
+ 𝜋𝑛, 𝑟 = −𝑘, 
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Рівняння 

 

𝑑𝑁

𝑑𝑡
= −

𝜋

2𝜏
𝑁(𝑡 − 𝜏) 

 

ма є пе ріодичне  розв'язання 

 

𝑁(𝑡) = 𝐴𝑐𝑜𝑠 (
𝜋𝑘

2𝜏
). 

 

 

1.4 Огляд ма те ма тичних моде ле й із за пізне нням 

 

Пе ршу ма те ма тичну моде ль для опису дина міки чисе льності виду 

за пропонува в у 1798р. Т. Ма льтус. Згідно цієї моде лі при сприятливих 

умова х будь який вид збільшує свою чисе льність за  е кспоне нціа льним 

за коном 𝑁(𝑡) = 𝑒𝑟𝑡𝑁0, який за довольняє дифе ре нційне  рівняння  

 

�̇� = 𝑟𝑁, (1.16) 

 

де  па ра ме тр 𝑟 в пода льшому носить на зву ма льтузіа нского 

кое фіцієнта  лінійного зросту. Якщо чисе льність популяцій не ве личка , тобто 

якщо вона  не  пе ре вищує кількість їжі та  те риторії, тоді моде ль Ма льтуса  

добре  підтве рджується е кспе риме нта льними да ними. Для того, щоб 

зва жа ти ще  й на  га льмуючі фа ктори Л. А . Ке тле  та  П. Ф. Фе рхюльст у 1835 

році за пропонува ли ма те ма тичну моде ль  
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�̇� = 𝑟 (1 −
𝑁

𝐾
)𝑁, (1.17) 

 

що описується логістичним дифе ре нціа льним рівнянням. У рівнянні (1.17) 𝐾 

— це  па ра ме тр, який на зива ється ємністю се ре довища  прожива ння та  

ха ра кте ризує се ре дній розмір популяції. 

Якщо проінте грува ти рівняння (1.17) згідно з [11] використовуючи 

ме тод розділе ння змінних, ма тиме мо: 

 

𝑁(𝑡, 𝑁0) =
𝐾

1 + (
𝐾
𝑁0

− 1) 𝑒−𝑟𝑡
, 𝑡 ≥ 0. 

 

Вла стивості розв’зків рівняння (1.17): 

— коли 𝑁0 > 0, буде  𝑁(𝑡, 𝑁0) > 0, 𝑡 ≥ 0; 

— lim
𝑡→∞

𝑁(𝑡, 𝑁0) = 𝐾; 

— коли 𝑁0 > 𝐾 функція 𝑁(∙, 𝑁0) спа да є, а  коли  0 < 𝑁0 < 𝐾 

на впа ки зроста є; 

— положе ння рівнова ги 𝑁(𝑡) ≡ 𝐾, 𝑡 ≥ 0, а симптотично стійке .  

Логістичний за кон добре  описує дина міку росту популяцій простіших 

мікроорга нізмів, а ле  використовува ти (1.17) для моде люва ння дина міки 

чисе льності більшості популяцій мікроорга нізмів не  є пра вильним.  Це  

можна  пояснити тим, що чисе льність та ких популяцій за зна ють циклічні 

колива ння. Вна слідок чого Г. Ха тчінсон у 1948 . за пропонува в моде ль, що 

описується дифе ре нційним рівнянням із за пізне нням: 

�̇�(𝑡) = 𝑟 (1 −
𝑁(𝑡 − ℎ)

𝐾
)𝑁(𝑡), (1.18) 



27 

 

де  𝐾 — ємність се ре довища  прожива ння,  

𝑟 — кое фіцієнт розмноже ння,  

ℎ — па ра ме тр, що ха ра кте ризує се ре дній розмір ре продуктивного 

віку виду.  Ха тчінсон використовува в це  рівняння для опису зміни 

чисе льності ста да  корів на  па совище , Ра йт — для опису розподілу простих 

чисе л, Фре ш та  Холм — для опису обороту гроше й, Ва льте р - для зміни 

чисе льності лососе вих.  

Рівняння (1.17) моде лює на йпростішу ситуа цію, коли се ре довище  

прожива ння однорідне , мігра ційні фа ктори не  вра ховуються, вплив хижа ків 

не зна чний, а  кількість доступної їжі ре гулярно відновлюється до де якого 

рівня. 

Та кож існує моде ль кровотворе ння Ме ккі—Гла сса . Ця моде ль 

описується рівнянням [36]: 

 

𝑑𝑥(𝑡)

𝑑𝑡
= −𝑎𝑥(𝑡) +

𝛽0𝜃
𝑛𝑥(𝑡 − 𝜏)

𝜃𝑛 + 𝑥𝑛(𝑡 − 𝜏)
, (1.19) 

 

де  𝑥(𝑡) — кількість клітин (е ритроцитів) в моме нт ча су 𝑡,  

пе рший дода нок в пра вій ча стині рівняння описує швидкість за гибе лі, 

другий дода нок — швидкість виробництва  нових клітин. Згідно з   

е кспе риме нта льними да ними виконуються умови 

 

𝛽0 > 0 > 𝑎, 𝑛𝐵 > 2, 6𝑎𝐵 > 𝛽0, 𝐵 =
𝛽0 − 𝑎

𝛽0
. 
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Да на  моде ль ма є єдине  не тривіа льне  положе ння рівнова ги 

 

𝑥0 = (
𝛽0
𝑎
− 1)

1/𝑛

𝜃. 

 

А ле  ймовірно, що пе ршою моде ллю, що описує дина міку популяції з 

ура хува нням за пізнюва ння, є за да ча  Фібона ччі. Це  за вда ння в "Книзі 

а ба ка ", да това ній 1202 р описа в іта лійський ма те ма тик Ле она рдо 

Піза нський (Фібона ччі). 

Кількість кроликів в поча тковий моме нт ча су позна ча ється 𝑓0. 

Кількість кроликів в на ступні місяці позна ча ється 𝑓𝑖. Зрозуміло, що𝑓0 = 1 та  

𝑓1 = 1. За  винятком цих місяців, в усі на ступні місяці кількість кроликів 

визна ча ється співвідноше нням 

 

𝑓𝑛 = 𝑓𝑛−1 + 𝑓𝑛−2. (1.20) 

 

Тобто кроликів стільки, скільки їх було в попе ре дній місяць, плюс 

потомство від всіх тих кроликів, які на родилися два  місяці тому і ра ніше . 

З ре куре нтного співвідноше ння (1.20) зна ходимо, що послідовність 

чисе л Фібона ччі 1, 1, 2, 3, 5, 8, 13, 21,. . . 

При 𝑛 → ∞ відноше ння числа  кроликів в двох на ступних поколіннях 

дорівнює золотому пе ре різу. Дійсно, з ре куре нтного співвідноше ння (1.20) 

виплива є, що 

 

𝑘 = lim
𝑛→∞

𝑓𝑛
𝑓𝑛−1

= 1 + lim
𝑛→∞

𝑓𝑛−2
𝑓𝑛−1

= 1 + 𝑘. 
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В ре зульта ті чого вийде  ква дра тне  рівняння 𝑘2 − 𝑘 − 1 = 0, звідки  

 

𝑘 =
1 + √5

2
. 

 

Тож, за га льний чле н ряду Фібона ччі можна  пре дста вити у вигляді 

 

𝑓𝑛 =
1

√5
((
1 + √5

2
)

𝑛

− (
1 − √5

2
)

𝑛

) . (1.21) 

 

Одне  з на йбільш а ктуа льних суча сних за стосува нь те орії 

ма те ма тичного моде люва ння пов'яза не  з е кологією і присвяче но 

дослідже нню ціле спрямова них впливів на  проце с вза ємодії рослин і тва рин 

між собою і на вколишнім світом.  

Ха ра кте рною особливістю е кологічних систе м є те , що їх пове дінка  

за ле жить від ве ликого числа  вза ємопов'яза них фа кторів, облік яких в 

повному обсязі вида ється скла дним. У зв'язку з цим при дослідже нні 

конкре тних за вда нь проводяться різні спроще ння. Для опису спроще них 

моде ле й використовують різні типи рівнянь: звича йні дифе ре нціа льні 

рівняння, рівняння із за пізне нням, рівняння в ча стинних похідних, 

стоха стичні рівняння і т.д. 

У да них пе ре ліче них моде ле й швидкість зміни чисе льності популяції 

пре дста вляється у вигляді суми трьох дода нків, пе рше  з яких визна ча ється 

на роджува ністю, друге  - сме ртністю, тре тє - мігра цією. Одна  з пе рших 

та ких моде ле й за пропонова на  Т.Р. Ма льтусом мігра ція не вра ховується, 
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на роджува ність і сме ртність пропорційні чисе льності, причому швидкість 

на роджува ності більше  швидкості сме ртності. Відповідно до за кону 

Ма льтуса  чисе льність популяції повинна  рости е кспоне нціа льно, що не  

за вжди спра ве дливо, бо не  узгоджується з ре а льністю. Для подола ння цього 

протиріччя не обхідно прийняти до ува ги інші фа ктори і відповідним чином 

модифікува ти моде ль. 

Дж. Кьюте ле т припустив, що повинно ма ти місце  на сиче ння 

чисе льності популяції. На  підста ві цього в 1836 році його уче нь Фе рхюльст 

за пропонува в для опису чисе льності популяції використовува ти інше  

рівняння. 

Одна к і ця моде ль не  вільна  від не доліків. Один з них поляга є в тому, 

що чисе льність популяції монотонна  і пра гне  до ста ціона рного зна че ння, в 

той ча с як числе нні спосте ре же ння пока зують, що за звича й чисе льність 

популяції колива ється близько ста ціона рного розв'яза ння. Іншим суттєвим 

не доліком моде ле й Ма льтуса  і Фе рхюльста  є припуще ння про миттєвість 

ре а кції популяції на  зміну її чисе льності. Одна к, зміна  чисе льності 

популяції не  миттєво позна ча ється на  швидкості. Це й фа кт призводить до 

не обхідності використовува ти рівняння із за пізне нням. 

Чисе льність популяції не  змінюється бе зпе ре рвно, а  є дискре тною 

ве личиною, що відповіда є е кспе риме нта льним да ним по пе ре пису 

ре а льних популяцій. Якщо припустити, що чисе льність N за ле жить від 

чисе льності в де які попе ре дні моме нти ча су, то для опису дина міки 

чисе льності популяцій можна  за стосува ти а па ра т різнице вих рівнянь 

(відобра же нь). Якщо при цьому зовнішні і внутрішні чинники, що 

визна ча ють розвиток популяції, за лиша ються в ча сі не змінними, то 
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чисе льність популяції у моме нт ча су 𝑡 може  бути описа на  за  допомогою 

різнице вого рівняння у виді:  

 

𝑁𝑡 = 𝐹(𝑁𝑡−1, 𝑁𝑡−2, … , 𝑁𝑡−𝑘). 

 

Тут функція 𝐹 за ле жить від чисе льності популяції в 𝑘 попе ре дніх 

моме нта х ча су. Особливо просто вигляда є різнице ве  рівняння у ра зі, коли 

чисе льність кожного на ступного покоління в популяції  𝑁𝑡+1 за ле жить лише  

від попе ре днього покоління 𝑁𝑡  Це  спра ве дливо для ба га тьох видів кома х. Їх 

дорослі особини живуть не трива лий ча с, доста тній для відкла да ння яєць. 
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2 ОГЛЯД ТА  УМОВИ ЗА СТОСУВА ННЯ МА ТЕ МА ТИЧНОГО 

А ПА РА ТУ 

 

 

В даному розділі розглядаються основні поняття  те орії дифере нційних 

рівнянь з а ргуме нтом, що запізнюється та  методи розв’язків, що 

застосовуються при їх розв’занні. 

 

 

2.1 Поняття та методи розв’зку диференційних рівнянь із 

запізненням 

 

Дифе ре нційне  рівняння із за пізне нням ма є вигляд [26] 

 

𝑑𝑥(𝑡)

𝑑𝑡
= 𝐹(𝑡, 𝑥(𝑡 +∙)), (2.1) 

 

де  𝑡 ∈ (𝑎, 𝑏), 𝑎 < 𝑏, 𝑥 ∈ 𝑅𝑛, 𝑥(𝑡 +∙): [−𝑟, 0] → 𝐶([−𝑟, 0], 𝑅𝑛),−𝑟 ≤ 𝜃 ≤

0, 𝐹(𝑡,∙): (𝑎, 𝑏) × 𝐶([−𝑟, 0], 𝑅𝑛) → 𝑅𝑛.  Рівняння (2.1) на зива ється ще  

функціона льно-дифе ре нційним рівнянням [30]. 

Число 𝑟 за да є ве личину післядії. У ра зі, коли 𝑟 = 0, можна  вва жа ти, 

що післядія відсутня та  рівняння пе ре творюється у звича йне  дифе ре нційне  

рівняння. 

 

𝑑𝑥(𝑡)

𝑑𝑡
= 𝐹(𝑡, 𝑥(𝑡)). (2.2) 
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У рівнянні (2.2) швидкість дина мічних проце сів визна ча ється ста ном 

систе ми у нинішній моме нт ча су 𝑡, тобто у ма те ма тичній моде лі ( 2.2) не  

вра ховується за ле жність швидкості дина мічних проце сів від ста нів систе ми 

в моме нти ча су, попе ре дні 𝑡. Облік цієї за ле жності, вла стивосте й па м'яті і 

спа дковості дина мічної систе ми, післядії в за коні вза ємодії в дина мічній 

систе мі призводить до рівняння ( 2.1).  

Розгляне мо пробле му існува ння і єдиності розв'яз ків рівняння (2.1) 

для кла су дифе ре нціа льних рівнянь з одним зосе ре дже ним постійним 

за пізнюва нням 

 

𝑑𝑥(𝑡)

𝑑𝑡
= 𝐹(𝑡, 𝑥(𝑡)𝑥(𝑡 − 𝜏)), (2.3) 

 

де  𝐹(∙,∙,∙): 𝐺 → 𝑅𝑛,  

обла сть 𝐺 ⊆ (𝑎, 𝑏) × 𝑅𝑛 × 𝑅𝑛, 𝑟 > 0. Рівняння (2.3) ще  на зива ють 

дифе ре нційно—різнице вим рівнянням [11]. 

Не пе ре рвна  функція 𝑥(𝑡), 𝑡 ∈ [𝛼 − 𝑟, 𝛽] ⊆ (𝑎 − 𝑟, 𝑏), 𝛼 < 𝛽, для якої 

викона ні умови (𝑡, 𝑥(𝑡), 𝑥(𝑡 − 𝑟)) ∈ 𝐺 при 𝑡 ∈ [𝛼, 𝛽], на зива ється розв' занням 

рівняння (2.3) на  відрізку [𝛼, 𝛽], якщо вона  за довольняє рівнянню (2.3) на  

цьому відрізку. Для виділе ння єдиного розв'яза ння тра диційно 

використовують за да чу Коші, яку можна  сформулюва ти та ким чином. Для 

поча ткового моме нту 𝑡0 ∈ (𝑎, 𝑏) та  поча ткової функції 𝜑 ∈ 𝐶([𝑡0 − 𝑟, 𝑡0], 𝑅
𝑛) 

не обхідно зна йти не пе ре рвну функцію  𝑥(𝑡, 𝑡0, 𝜑), 𝑡 ∈ [𝑡0 − 𝑟, 𝑡0 + 𝛽] ⊆

(𝑎 − 𝑟, 𝑏), 𝛽 > 0, що за довольняє рівняння (2.3) на  [𝑡0, 𝑡0 + 𝑡] та  умові 

𝑥(𝑡, 𝑡0, 𝜑) = 𝜑(𝑡), 𝑡 ∈ [𝑡0 − 𝑟, 𝑡0], для якої точки (𝑡, 𝑥(𝑡, 𝑡0, 𝜑), 𝑥(𝑡 − 𝑟, 𝑡0, 𝜑)) ∈

𝐺 при 𝑡 ∈ [𝑡0, 𝑡0 + 𝛽]. Ме тод кроків інте гра ції дифе ре нціа льних рівнянь із 
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за пізнюва нням дозволяє за мінити за вда ння зна ходже ння розв'яза ння за да чі 

Коші для рівняння (2.3) послідовністю за да ч Коші для звича йних 

дифе ре нціа льних рівнянь [8] (див. рис. 2.1).  

Рисунок 2.1 — Ме тод кроків інте грува ння дифе ре нційних рівнянь із 

постійним за пізне нням 

 

У цьому ме тоді вибира ється поча тковий моме нт 𝑡0 ∈ (𝑎, 𝑏) та  на  

поча тковому відрізку [𝑡0 − 𝑟, 𝑡0] за да ється не пе ре рвна  поча ткова  функція 

φ. Тоді для зна ходже ння розв'яза  ння 𝑥(𝑡, 𝑡0, 𝜑) на  де якому відрізку [𝑡0, 𝑡0 +

𝛽1], 𝛽1 > 0 , ма ємо звича йне  дифе ре нційне  рівняння  

 

𝑑𝑥

𝑑𝑡
= 𝐹(𝑡, 𝑥, 𝜑(𝑡 − 𝑟)) (2.4) 
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та  поча ткову умову 𝑥(𝑡0, 𝑡0, 𝜑) = 𝜑(𝑡0). Тож отрима ли за да чу Коші для 

звича йного дифе ре нційного рівняння. Якщо відобра же ння 𝐹(∙,∙,∙): 𝐺 → 𝑅𝑛 

не пе ре рвне  та  за довольняє лока льну умову Ліпшица  за  другим а ргуме нтом 

в за да ній обла сті, тоді розв'яза ння за да чі Коші існує і єдине  на  де якому 

відрізку [𝑡0, 𝑡0 + 𝛽1], якщо (𝑡0, 𝜑(𝑡0), 𝜑(𝑡0 − 𝑟)) ∈ 𝐺 [27]. Якщо викона ні 

умови продовжності розв'яза ння 𝑥(𝑡, 𝑡0, 𝜑) на  відрізку [𝑡0, 𝑡0 − 𝑟], тобто 

(𝑡, 𝑥(𝑡, 𝑡0, 𝜑), 𝑥(𝑡 − 𝑟, 𝑡0, 𝜑)) ∈ 𝐺[35], тоді можна  пе ре йти до на ступного 

кроку зна ходже ння розв'яза ння на  де якому відрізку  [𝑡0 + 𝑟, 𝑡0 + 𝑟 +

𝛽2], 𝛽2 > 0. Оста ння за да ча  зводиться до за да чі Коші для звича йного 

дифе ре нційного рівняння  

 

𝑑𝑥

𝑑𝑡
= 𝐹(𝑡, 𝑥, 𝑥(𝑡 − 𝑟, 𝑡0, 𝜑)) (2.5) 

 

з не відомими поча тковим зна че нням 𝑥(𝑡0 + 𝑟, 𝑡0, 𝜑). Якщо для рівняння (2.5) 

викона ні умови, а на логічні тим, що описува лись вище , тоді розв'яза ння 

продовжується на  відрізок [𝑡0 + 𝑟, 𝑡0 + 2𝑟] і да лі повторюється проце дура  

ме тода  кроків. 

Ме тод кроків для дифе ре нціа льного рівняння з постійним 

за пізнюва нням (2.3) дозволяє зна ходити розв'яз ок за да чі Коши на  

кінце вому проміжку ча су. При цьому крок проце дури зве де ння за вда ння 

інте гра ції дифе ре нціа льного рівняння із за пізнюва нням до за вда ння 

послідовної інте гра ції звича йних дифе ре нціа льних рівнянь співпа да є з 

ве личиною за пізнюва ння. При розв'яза нні за вда нь Коши для звича йних 

дифе ре нціа льних рівнянь можна  використа ти а на літичні і чисе льні ме тоди 

[7]. Ме тод кроків можна  використа ти при розв'яза нні за да чі Коші для 
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дифе ре нціа льного рівняння з кінце вим числом зосе ре дже них постійних 

за пізнюва нь [11]. 

 

𝑑𝑥(𝑡)

𝑑𝑡
= 𝐹(𝑡, 𝑥(𝑡), 𝑥(𝑡 − 𝑟1), … , 𝑥(𝑡 − 𝑟𝑚)), 

 

де  𝑟𝑖 > 0 , 𝑖 = 1,𝑚̅̅ ̅̅ ̅̅ . При цьому ша г проце дури зве де ння за да чі 

інте грува ння дифе ре нційного рівняння із за пізне нням до за да чі 

послідовного інте грува ння звича йних дифе ре нціа льних рівнянь 

дорівнює min
1≤𝑖≤𝑚

𝑟𝑖. 

Ме тод кроків можна  використовува ти при розв'язанні за да чі Коші на  

скінче ному проміжку ча су [𝛼, 𝛽] для дифе ре нціа льного рівняння із 

зосе ре дже ними змінними не пе ре рвним за пізнюва нням [11] 

 

𝑡𝑥(𝑡)

𝑑𝑡
= 𝐹(𝑡, 𝑥(𝑡), 𝑥(𝑡 − 𝑟(𝑡))) 

 

при викона ні умови min
𝑡∈[𝛼,�̃�]

𝑟(𝑡) > 0. При цьому ша г проце дури зве де ння 

за да чі інте грува ння дифе ре нційного рівняння із змінним за пізнюва нням до 

за да чі послідовного інте грува ння звича йних дифе ре нційних рівнянь 

дорівнює min
𝑡∈[𝛼,�̃�]

𝑟(𝑡). 

Якщо існує моме нт ча су 𝑡∗, для якого 𝑟(𝑡∗) = 0, тоді у околиці цього 

моме нту ме тод кроків не  пра цює. Для та ких рівнянь за пропонова ні 

чисе льні ме тоди інте гра ції [9]. 
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Да лі розгляне мо  на ближе ний ме тод розв'язання дифе ре нціа льних рівнянь 

із а ргуме нтом, що за пізнюється, а  са ме  ме тод розкла да ння не відомої 

функції з а ргуме нтом, що за пізнюється, за  ступе нями за пізнюва ння. 

Не ха й дифе ре нційне  рівняння (2.3) із а ргуме нтом, що за пізнюється 

розв'язано відносно функції 𝑥(𝑡 − 𝜏), де  𝜏 > 0 

 

�̇�(𝑡 − 𝜏) = 𝐹(𝑡,𝑡(𝑡), �̇�(𝑡)). (2.6) 

 

Якщо при ма лому за пізнюва нні 𝜏 розкла сти функцію 𝑥(𝑡 − 𝜏) у ряд 

Те йлора  на вколо зна че ння 𝜏0 = 0 

 

𝑥(𝑡 − 𝜏) ≅ 𝑥(𝑡) − �̇�(𝑡)𝜏 +
�̈�(𝑡)

2!
𝜏2 +⋯+

(−1)𝑛𝑥𝑛(𝑡)

𝑛!
𝜏𝑛 +⋯ , (2.7) 

 

тоді за мість (2.3) буде мо ма ти рівняння  

 

𝑥(𝑡) − �̇�(𝑡)𝜏 +
�̈�(𝑡)

2!
𝜏2 +⋯+

(−1)𝑛𝑥𝑛(𝑡)

𝑛!
𝜏𝑛 +⋯ = 𝐹(𝑡, 𝑥(𝑡), �̇�(𝑡)). (2.8) 

 

Дослідже ння пока за ли, що досить га рні ре зульта ти можна  отрима ти, 

якщо обме жува тись двома  чле на ми розкла да ння   

 

�̇�(𝑡 − 𝜏) ≅ 𝑥(𝑡) − �̇�(𝑡)𝜏. (2.9) 

 

Тоді за мість (2.8) буде мо ма ти дифе ре нційне  рівняння бе з  

відхиле ння а ргуме нту 
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𝑥(𝑡) − �̇�(𝑡)𝜏 = 𝐹(𝑡, 𝑥(𝑡), �̇�(𝑡)). (2.10) 

 

В даному розділі був проведений огляд основних понять те орії та 

особливостей застосування дифере нційних рівнянь із а ргуме нтом, що 

запізнюєть. А також були роглянуті  методи розв’язків, що застосовуються 

при їх розв’занні. 
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3 МА ТЕ МА ТИЧНІ МОДЕ ЛІ ОБ`ЄКТА  ДОСЛІДЖЕ ННЯ: 

ОСОБЛИВОСТІ ПОБУДОВИ ТА  УМОВИ ЗА СТОСУВА ННЯ. 

ДОСЛІДЖЕ ННЯ ПОЗИТИВНОТІ ТА  ОСОБЛИВОСТІ 

ВВЕ ДЕ ННЯ ЗА ПІЗНЕ ННЯ ДО ОБ’ЄКТА  ДОСЛІДЖЕ ННЯ 

 

 

 В да ному розділі проводиться огляд ма те ма тичної моде лі об’єкта  

дослідже ння. В пе ршу че ргу розгляда ється бе зпосе ре дньо досліджува на  

моде ль та  її вла стивості, особливості побудови дискре тної, не пе ре рвної 

моде ле й та  умови за стосува ння за пізне ння.  

 

3.1 Огляд об’єкта  дослідже ння та  побудова  ма те ма тичної моде лі 

об’єкта  дослідже ння із за пізне нням 

 

Розгляне мо ма тричну моде ль популяції з дискре тною віковою 

структурою, що була  за пропонова на  П. Ле слі і є об’єктом дослідже ння. 

Припустимо, що індивідууми популяції розбиті на  n кла сів (на прикла д за   

віком, розміром тіла  а бо будь–якою іншою змінною, що може  служити для 

розбиття цілої популяції на  не пе ре січні множини). Розмноже ння 

відбува ється в пе вні моме нти ча су 𝑡1, 𝑡2, … , 𝑡𝑛. Тоді в кожний фіксова ний 

моме нт ча су популяцію можна  пре дста вити у вигляді ве ктор–стовпця 

 

𝑋(𝑡0) = |

𝑥1(𝑡0)
𝑥2(𝑡0)
⋯

𝑥𝑛(𝑡0)

|. (3.1) 
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Позна чимо 𝑥𝑖(𝑡), 𝑖 = 1, … , 𝑛, як чисе льність індивідуумів в і–му кла сі 

на  моме нт ча су 𝑡 = 0,1,2,⋯ . Не ха й 𝑝𝑖 описує пе ре хід від і–го кла су до (𝑖 +

1)–го кла су, тобто це  кое фіцієнти вижива ння, що відобра жа ють яка  ча стка  

особин і–го кла су доживе  до на ступного. Тоді в моме нт ча су 𝑡 + 1 

чисе льність індивідуумів в 𝑖 –му кла сі, які вже  були в популяції в моме нт 

ча су 𝑡, можна  зна йти як 

 

∑𝑝𝑖𝑥𝑖(𝑡)

𝑛−1

𝑖

. (3.2) 

 

За  змістом за да чі ма ємо, що  

 

 0 <∑ 𝑝𝑖𝑥𝑖(𝑡)
𝑖

≤ 1. (

(3.3) 

 

В моде лі Ле слі пе ре дба ча ється, що ма триця пе ре ходів ма є на ступний 

вигляд: 

 

𝑃 =

(

 
 

0 0 … 0 0
𝑝1 0 … 0 0
0 𝑝2 … 0 0
⋮ ⋮ ⋱ ⋮ ⋮
0 0 … 𝑝𝑛−1 0)

 
 
, 0 <  𝑝𝑖  ≤  1. 

(

(3.4) 

 

Вве де мо в моде ль проце с на роджува ності. Позна чимо кое фіцієнт 

на роджува ності че ре з 𝑓𝑖 , тобто число на ща дків що на ле жа ть до і–го кла су 
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жіночої ста ті та  при цьому дожива ють до на ступного моме нту ча су. Тоді 

за га льне  число новона родже них в кла сі і вигляда тиме  як 

 

∑𝑓𝑖𝑥𝑖(𝑡)

𝑛

𝑖

. (3.5) 

 

В ма тричній формі це  ма є на ступний вигляд: 

 

𝐹 =

(

 
 

𝑓1 𝑓2 … 𝑓𝑛−1 𝑓𝑛
0 0 … 0 0
0 0 … 0 0
⋮ ⋮ ⋱ ⋮ ⋮
0 0 … 0 0)

 
 
, 0 ≤  𝑓𝑖. 

(

(3.6) 

 

Якщо об’єдна ємо проце си пе ре ходу між кла са ми (та  імовірну 

сме ртність) із проце сом на роджува ності, тобто об’єдна ти (2.4) та  (2.6), 

отрима ємо  

 

𝐿 =

(

 
 

𝑓1 𝑓2 … 𝑓𝑛−1 𝑓𝑛
𝑝1 0 … 0 0
0 𝑝2 … 0 0
⋮ ⋮ ⋱ ⋮ ⋮
0 0 … 𝑝𝑛−1 0)

 
 
, 

(

(3.7) 

 

де  𝐿 = 𝑃 + 𝐹, 

ма триця 𝑃 = (𝑝𝑖𝑗) – ма триця пе ре ходів виду (2,4) ,  

а  𝐹 = (𝑓𝑖𝑗) – ма триця на роджува ності виду (2.6).  

Ма триці пе ре ходів та  на роджува ності в за га льному випа дку можуть 

за ле жа ти від поточної чисе льності кла сів та  моме нту ча су 𝑡, тоді ма ємо 
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не лінійну за да чу. В на йпростішому випа дку ці ма триці постійні і тоді 

ма триця 𝐿  не від’ємна .  

Зна ючи структуру ма триці 𝐿  та   поча тковий ста н популяції ( ве ктор–

стовпе ць 𝑋(𝑡0)), можна  спрогнозува ти ста н популяції в будь–який, на пе ре д 

за да ний, моме нт ча су за  допомогою рівнянь: 

 

𝑋(𝑡1) =  𝐿𝑋(𝑡), (3.8) 

𝑋(𝑡2)  =  𝐿𝑋(𝑡1)  =  𝐿𝐿 𝑋(𝑡)  =  𝐿2𝑋(𝑡), 

… 

𝑋(𝑡𝑛)  =  𝐿 𝑋(𝑡𝑛−1)  =  𝐿
𝑛𝑋(𝑡). 

 

Тобто ма ємо рівняння, що описує дискре тну моде ль Ле слі 

 

𝑋(𝑡𝑛) =  𝐿
𝑛𝑋(𝑡). (3.9) 

 

На спра вді в систе ма х за вжди є де яке  за пізнюва ння в ре гуляції 

чисе льності, виклика не  різними причина ми. На прикла д, розвиток будь-якої 

дорослої особини вима га є пе вного ча су. Тому якщо яка -не будь зміна  

зовнішніх чинників, на прикла д, збільше ння ре сурсів, викличе  підвище ння 

продуктивності дорослих особин, та  відповідна  зміна  чисе льності 

відбуде ться лише  з ча сом 𝑡. Тому рівняння (2.8) слід за мінити на  рівняння 

 

𝑋(𝑡1) =  𝐿𝑋(𝑡 − 𝜏), (3.10) 

 

Да лі розгляне мо не пе ре рвний а на лог  дискре тної моде лі, описува ною 

рівнянням (2.8), де  𝑡 обира ється не пе ре рвно. 
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𝑑𝑋(𝑡)

𝑑𝑡
 =  (L − E)X(𝑡). (3.11) 

 

Отрима не  рівняння (3.11) описує пове дінку біологічної популяційної 

дина міки за  умови не пе ре рвного пода ння ча су.  

На  основі цього рівняння отрима ємо рівняння що описує ма те ма тичну 

моде ль об’єкта  дослідже ння із за пізне нням 

 

𝑑𝑋(𝑡)

𝑑𝑡
 =  (L − E)X(𝑡 − 𝜏). (3.12) 

 

 

3.2 А на ліз позитивності об’єкта  дослідже ння 

 

В цьому розділі буде мо досліджува ти ма те ма тичну моде ль П. Ле слі. 

Для того, щоб проа на лізува ти цю систе му на  позитивність не обхідно 

пе ре вірити її на  викона ння пе вних крите ріїв. Головними крите ріями є 

викона ння те оре ми Пе ррона –Фробе ніуса , а  для цього вона  повинна  бути 

не від’ємною не виродже ною та  не розкла дною, та  відповідність ма триці 

Ме цле ра . 

Ма триця Ле слі 𝐿 = (𝑙𝑖𝑗)𝑛×𝑛, яка  буде  бе зпосе ре дньо а на лізува тись, 

ма є вигляд: 

 



44 

𝐿 =

(

 
 

𝑓1 𝑓2 … 𝑓𝑛−1 𝑓𝑛
𝑝1 0 … 0 0
0 𝑝2 … 0 0
⋮ ⋮ ⋱ ⋮ ⋮
0 0 … 𝑝𝑛−1 0)

 
 
, 

 

де  𝑓𝑖 ≥ 0, 𝑖 = 1…𝑛,  

1 ≥ 𝑝𝑖 > 0, 𝑖 = 1…𝑛 − 1.  

Пе ршим кроком, не обхідно розглянути одну з основних умов – 

не від’ємність ма триці. За  озна че нням ма триця 𝐿 є не від’ємною, якщо усі її 

е ле ме нти будуть більше , а бо дорівнюва ти нулю, тобто при будь–яких 𝑖, 𝑗 

𝑎𝑖𝑗 ≥ 0. За  умова ми ма триці Ле слі, усі її е ле ме нти нульові, окрім тих, що 

зна ходяться в пе ршому рядку, які більше  а бо дорівнюють нулю та  під 

головною діа гона ллю, зна че ння котрих зна ходиться на  інте рва лі між нуле м 

та  одинице ю. 

На ступною ва жливою умовою є не виродже ність. Як відомо, ма триця є 

не виродже ною, якщо її визна чник не  дорівнює нулю, тобто det (𝐴) ≠ 0. 

Пе ре віримо цю умову бе зпосе ре дньо на  ма триці Ле слі розмірністю 

𝑛 = 3: 

 

det(𝐿) = |
𝑓1 𝑓2 𝑓3
𝑝1 0 0
0 𝑝2 0

| =

= 𝑓1 ∙ 0 ∙ 0 + 𝑓2 ∙ 0 ∙ 0 + 𝑓3𝑝1𝑝2 − 𝑓3 ∙ 0 ∙ 0 − 𝑓1 ∙ 0 ∙ 𝑝1 ++𝑓2 ∙ 𝑝1 ∙ 0 =

= 𝑓3𝑝1𝑝2 . (3.13)

 

 

Отже , робимо висновок, що відсутні нульові коре ні та  ма триця Ле слі є 

не виродже ною, а ле  за  умовою, що 𝑓3 > 0, тобто якщо в моде лі в групі 
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ста ршої вікової ка те горії будуть розгляда тись лише  з не нульовою 

на роджува ністю. Звича йно, чисе льність постре продуктивних груп ма є 

пе вний вплив на  ста н вікового скла ду молодших груп, а ле  лише  при 

на явності обме жуючих умов за га льної кількості популяції. Оскільки моде ль 

Ле слі не  вра ховує подібних умов, тож умова  𝑓𝑛 > 0  прийнятна  та  можна  

розгляда ти тільки ре продуктивні групи.  

Да лі розгляне мо та ку вла стивість, як не розкла дність ма триці. 

Вва жа ється, що ма триця є не розкла дною, якщо шляхом пе ре ста новки рядів 

можливо приве сти ма трицю до виду: 

 

𝐿 = ‖
𝐴 0
𝐶 𝐵

‖, 

 

де  ма триці 𝐴, 𝐵 – ква дра тні та  під пе ре ста новкою рядів розуміється 

об’єдна ння пе ре ста новки рядків та  подібної пе ре ста новки стовпців.  

А ле  існують е квіва ле нтні умови дове де ння не розкла дності. 

На прикла д, дове сти, що гра ф відповідний до досліджува ної ма триці 

сильно–зв’язний. Та кож існує те оре ма  згідно якої, не від’ємна  ма триця 𝐴 є 

не розкла дною, якщо виконується умова  (𝐸 + 𝐴)𝑛−1 > 0. У да ному випа дку 

да на  те оре ма  на йна очніше  проде монструє не розкла дність ма триці Ле слі 

розмірності 𝑛 = 3. Тож ма ємо:  
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(𝐸 + 𝐿)2 = (
1 0 0
0 1 0
0 0 1

) + (

𝑓1 𝑓2 𝑓3
𝑝1 0 0
0 𝑝2 0

)

2

= (

𝑓1 + 1 𝑓2 𝑓3
𝑝1 1 0
0 𝑝2 1

)

2

= (

(𝑓1 + 1)(𝑓1 + 1)𝑓2𝑝1 + 𝑓3 ∙ 0 𝑓2(𝑓1 + 1) + 𝑓2 + 𝑓3𝑝2 (𝑓1 + 1)𝑓3 + 𝑓2 ∙ 0 + 𝑓3
(𝑓1 + 1)𝑝1 + 𝑝1 𝑓1𝑝1 + 1 + 𝑝2 ∙ 0 𝑝1𝑓3 + 1 ∙ 0 + 1 ∙ 0

(𝑓1 + 1) ∙ 0 + 𝑝1𝑝2 + 0 ∙ 1 𝑓2 ∙ 0 + 𝑝2 + 𝑝2 𝑓3 ∙ 0 + 𝑝2 ∙ 0 + 1
)

= (

(𝑓1 + 1)2 + 𝑓2𝑝1 𝑓2(𝑓1 + 1) + 𝑓2 + 𝑓3𝑝2 (𝑓1 + 1) + 𝑓3
𝑝1(𝑓1 + 1) + 𝑝1 𝑝1𝑓1 + 1 𝑝1𝑓3

𝑝1𝑝2 𝑝2 + 𝑝2 1

) > 0. 

 

Воче видь, що усі е ле ме нти отрима ної ма триці є строго дода тними, за  

умови, що була  обумовле на  ра ніше , 𝑓3 > 0. Отже , приходимо до висновка , 

що ма триця – не розкла дна .  

Оскільки усі умови, що ми а на лізува ли ра ніше  виконуються, може мо 

утве рджува ти, що дискре тна  моде ль Ле слі є не від’ємною, не розкла дною та  

не виродже ною. Тож, з огляду на  це , може мо розгляда ти те оре му 

Фробе ніуса –Пе ррона . Згідно до цієї те оре ми, якщо ма триця 𝐿 не виродже на  

та  не від’ємна  тоді вона  ма є та ке  вла сне  зна че ння 𝜆𝑚𝑎𝑥, що є спе ктра льним 

ра діусом ма триці 𝜌(𝐿), строго дода тним ( 𝜆𝑚𝑎𝑥 > 0 ) та  на йбільшим за  

модуле м за  усі інші вла сні зна че ння ( 𝜆𝑚𝑎𝑥 ≥ 𝜆), а  та кож ма є відповідний 

вла сний не від’ємний ве ктор 𝑝 (𝐴𝑝 = 𝜆𝑚𝑎𝑥𝑝). Зна че ння вла сного зна че ння 

зна ходиться в інте рва лі: 

 

min
𝑖
∑ 𝑎𝑖𝑗𝑗 ≤  𝜆𝑚𝑎𝑥 ≤ ma x

𝑖
∑ 𝑎𝑖𝑗𝑗 . 

 

В пе ршу че ргу зна йде мо ха ра кте ристичне  рівняння ма триці Ле слі 

(𝐿𝑖𝑗)3×3. 
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det(𝜆𝐼 − 𝐿) = |

𝜆 − 𝑓1 −𝑓2 −𝑓3
−𝑝1 𝜆 0
0 −𝑝2 𝜆

|

= (𝜆 − 𝑓1) ∙ 𝜆
2 + (−𝑓2) ∙ 0 + (−𝑓3) ∙ (−𝑝1) ∙ (−𝑝2) − (−𝑓3) ∙ 𝜆 ∙ 0

− (𝜆 − 𝑓1) ∙ 0 ∙ (−𝑝2) − (−𝑓2) ∙ (−𝑝1) ∙ 𝜆

= 𝜆3 − 𝑓1𝜆
2 − 𝑓2𝑝1𝜆 − 𝑓3𝑝1𝑝2. 

 

На ступним кроком зна йде мо вла сні зна че ння розв'язав кубічне  

рівняння: 

 

𝜆3 − 𝑓1𝜆
2 − 𝑓2𝑝1𝜆 − 𝑓3𝑝1𝑝2 = 0. (3.14) 

 

А ле  для зручності розв'язання пода ємо рівняння у вигляді: 

 

𝜆3 − 𝑏𝜆2 − 𝑐𝜆 − 𝑑 = 0. (3.15) 

 

Тобто зробили за міну, де  𝑏 = 𝑓1, 𝑐 = 𝑓2𝑝1, 𝑑 = 𝑓3𝑝1𝑝2. 

Для розв'язання цього рівняння скориста ємось формулою Ка рда но.  

Пе ршим е та пом не обхідно приве сти його до ка нонічного вигляду 𝑦3 + 𝑝𝑦 +

𝑞 = 0.  

Для цього вве де мо за міну 𝜆 = 𝑦 − 𝑦0  та  отрима ємо: 

 

(𝑦 − 𝑦0)
3 − 𝑏(𝑦 − 𝑦0)

2 − 𝑐(𝑦 − 𝑦0) − 𝑑 = 0. 

 

Скориста ємось формула ми скороче ного множе ння: 
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𝑦3 − 3𝑦2𝑦0 + 3𝑦𝑦0
2 − 𝑦0

3 − 𝑏(𝑦2 − 2𝑦𝑦0 + 𝑦0
2) − 𝑐𝑦 + 𝑐𝑦0 − 𝑑 = 0, 

𝑦3 − 3𝑦2𝑦0 + 3𝑦𝑦0
2 − 𝑦0

3 − 𝑏𝑦2 + 2𝑏𝑦𝑦0 − 𝑏𝑦0
2 − 𝑐𝑦 + 𝑐𝑦0 − 𝑑 = 0, 

𝑦3 + 𝑦2(−3𝑦0 − 𝑏) + 𝑦(3𝑦0
2 + 2𝑏𝑦0 − 𝑐) − 𝑦0

3 − 𝑏𝑦0
2 + 𝑐𝑦0 − 𝑑 = 0. 

 

Тож, щоб позба витись 𝑦2 вве де мо за міну 𝑦0 = −
𝑏

3
 та  отрима ємо 

кубічний тричле н, в якому відсутній чле н із другою сте пе ню не відомого: 

 

𝑦3 + 𝑦 (3(−
𝑏

3
)2 + 2𝑏(−

𝑏

3
) − 𝑐) − (−

𝑏

3
)

3

− 𝑏 (−
𝑏

3
)

2

+ 𝑐(−
𝑏

3
) − 𝑑 = 0, 

𝑦3 + 𝑦(
𝑏2

3
−
2𝑏2

3
− 𝑐) +

𝑏3

27
−
𝑏3

9
−
𝑐𝑏

3
− 𝑑 = 0, 

𝑦3 + 𝑦 (
−𝑏2 − 3𝑐

3
) +

𝑏3 − 3𝑏3 − 9𝑐𝑏 − 27𝑑

27
= 0, 

𝑦3 + 𝑦 (
−𝑏2 − 3𝑐

3
) +

−2𝑏3 − 9𝑐𝑏 − 27𝑑

27
= 0, 

 

де  𝑝 =
−𝑏2−3𝑐

3
, 

𝑞 =
−2𝑏3−9𝑐𝑏−27𝑑

27
 дійсні числа . 

Оскільки, корінь у за га льному за  формулою Ка рда но випа дку 

прийма є вигляд  

 

𝑦 = √−
𝑞

2
+ √𝑄

3
+ √−

𝑞

2
− √𝑄,

3
 (3.16) 

 

де  𝑄 = (
𝑝

3
)
3
+ (

𝑞

2
)
2
.  
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Не обхідно визна чити ха ра кте р його коре нів, а  са ме  визна чити зна к 

вира зу (
𝑝

3
)
3
+ (

𝑞

2
)
2
, що зна ходиться під ква дра тним коре не м:  

– якщо (
𝑝

3
)
3
+ (

𝑞

2
)
2
> 0, тоді кубічне  рівняння ма є три різних коре ня: 

один з яких дійсний, а  інші два  компле ксно спряже ні;  

– якщо (
𝑝

3
)
3
+ (

𝑞

2
)
2
= 0, тоді усі три коре ня кубічного рівняння дійсні, 

два  з яких дорівнюють один одному;  

– якщо (
𝑝

3
)
3
+ (

𝑞

2
)
2
< 0, тоді усі три коре ня кубічного рівняння дійсні 

та  відмінні один від одного. 

Отже , з огляду на  це , зна йде мо 𝑄 та  визна чимо його зна к: 

 

𝑄 = (
𝑝

3
)
3

+ (
𝑞

2
)
2

= (
−𝑏2 − 3𝑐

9
)

3

+ (
−2𝑏3 − 9𝑏𝑐 − 27𝑑

54
)

2

=

=  
(−𝑏2 − 3𝑐)3

729
+
(−2𝑏3 − 9𝑏𝑐 − 27𝑑)2

2916
=

=
−(𝑏6 + 9𝑏4𝑐 + 27𝑏2𝑐2 + 27𝑐3)

729

+
4𝑏6 + 81𝑏2𝑐2 + 729𝑑2 + 36𝑏4𝑐 + 108𝑏3𝑑 + 486𝑏𝑐𝑑

2916
= 

=
−4𝑏6 − 36𝑏4𝑐 − 108𝑏2𝑐2 − 108𝑐3 + 4𝑏6 + 81𝑐2𝑏2 + 729𝑑2 + 36𝑏4𝑐 + 108𝑏3𝑑

2916

+
486𝑏𝑐𝑑

2916
=
−27𝑏2𝑐2 − 108𝑐3 + 729𝑑2 + 108𝑏3𝑑 + 486𝑏𝑐𝑑

2916
=

=
−27𝑓1

2𝑝1
2𝑓2

2
− 108𝑝1

3𝑓2
3
+ 729𝑝1

2𝑝2
2𝑓3

2
+ 108𝑓1

3𝑝1𝑝2𝑓3 + 486𝑓1𝑝1
2𝑓2𝑝2𝑓3

2916
. 
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Та ким чином, ста новиться зрозуміло, що отрима ний кінце вий вира з 

ва жко проа на лізува ти на  дода тність а бо від’ємність. Тож, розгляне мо 

ча стину розв'яз ку, в якому на йпростіше  визна читись із зна ком: 𝑄 =

(−𝑏2−3𝑐)3

729
+

(−2𝑏3−9𝑏𝑐−27𝑑)2

2916
.  На очно ба чимо, що ча стина  (−2𝑏3 − 9𝑏𝑐 −

27𝑑)2 бе з сумніву більше  нуля, оскільки зна ходиться під ква дра тною 

сте пе ню. Отже  не обхідно розглянути вира з (−𝑏2 − 3𝑐)3. Розкла де мо його у 

вигляді 

 

(−𝑏2 − 3𝑐)3 = −(𝑏2 + 3𝑐)(𝑏2 + 3𝑐)2, 

 

де  однозна чно  (−𝑏2 − 3𝑐)2 ≥ 0 , а  зна чить розгляда ємо (−𝑏2 − 3𝑐). З 

огляду на  те , що зна че ння кое фіцієнтів за  умовою моде лі не від’ємні, тоді 

спра ве дливо ска за ти, що  

 

−𝑏2 − 3𝑐 ≤ 0, 

−𝑏2 ≤ 3𝑐, 

𝑐 ≥ −
𝑏2

3
, 

𝑝1𝑓2 ≥ −
𝑓1
2

3
, 

𝑝1𝑓2

𝑓1
2 ≥ −

1

3
. 

 

Отже  оскільки,  
𝑝1𝑓2

𝑓1
2 ≥ 0, може мо ска за ти, що  

𝑝1𝑓2

𝑓1
2 > −

1

3
 та  𝑄 > 0. На  

підста ві цього може мо стве рджува ти, що на ша  систе ма  ма є три коре ня, з 
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яких один дійсних, а  два  інших компле ксно спряже ні. Да лі на ве де мо 

формули для їх зна ходже ння: 

 

𝑦1 = 𝛼 + 𝛽, 

 

де  

𝛼 = √−
𝑞

2
+ √𝑄

3
= 

=

√
  
  
  
  
  2𝑏3 + 9𝑏𝑐 + 27𝑑

54
+

+√ 
(−𝑏2 − 3𝑐)3

729
+
(−2𝑏3 − 9𝑏𝑐 − 27𝑑)2

2916

3

=

= √
2𝑏3 + 9𝑏𝑐 + 27𝑑

54
+ √

−27𝑏2𝑐2 − 108𝑐3 + 729𝑑2 + 108𝑏3𝑑 + 486𝑏𝑐𝑑

2916

3

=

√
  
  
  
  
  2𝑓1

3 + 9𝑓1𝑓2𝑝1 + 27𝑝1𝑓3𝑝2
54

+

+√
−27𝑓1

2𝑓2
2𝑝1

2 − 108𝑓2
3𝑝1

3 + 729𝑝1
2𝑓3

2𝑝2
2 + 108𝑓1

3𝑝1𝑓3𝑝2 + 486𝑓1𝑓2𝑝1
2𝑓3𝑝2

2916

3

, 

(3.17) 

 

𝛽 = √−
𝑞

2
− √𝑄

3
=

√
  
  
  
  
 
 2𝑏3 + 9𝑏𝑐 + 27𝑑

54
−

−√ 
(−𝑏2 − 3𝑐)3

729
+
(−2𝑏3 − 9𝑏𝑐 − 27𝑑)2

2916

3

= √
2𝑏3 + 9𝑏𝑐 + 27𝑑

54
− √

−27𝑏2𝑐2 − 108𝑐3 + 729𝑑2 + 108𝑏3𝑑 + 486𝑏𝑐𝑑

2916

3

 

(3.18) 
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=

√
  
  
  
  
  2𝑓1

3 + 9𝑓1𝑓2𝑝1 + 27𝑝1𝑓3𝑝2
54

−

−√
−27𝑓1

2𝑓2
2𝑝1

2 − 108𝑓2
3𝑝1

3 + 729𝑝1
2𝑓3

2𝑝2
2 + 108𝑓1

3𝑝1𝑓3𝑝2 + 486𝑓1𝑓2𝑝1
2𝑓3𝑝2

2916

3

 

 

та  отрима ємо коре ні : 

 

 

𝑦1 = 𝛼 + 𝛽 =

√
  
  
  
  
 
 2𝑏3 + 9𝑏𝑐 + 27𝑑

54
+

+√ 
(−𝑏2 − 3𝑐)3

729
+
(−2𝑏3 − 9𝑏𝑐 − 27𝑑)2

2916

+

3

 

+

√
  
  
  
  
  2𝑏3 + 9𝑏𝑐 + 27𝑑

54
−

−√ 
(−𝑏2 − 3𝑐)3

729
+
(−2𝑏3 − 9𝑏𝑐 − 27𝑑)2

2916

3

= 

=

√
  
  
  
  
  
  
 2𝑓1

3 + 9𝑓1𝑓2𝑝1 + 27𝑝1𝑓3𝑝2
54

+

+√
(−𝑓1

2 − 3𝑓2𝑝1)
3

729
+
(−2𝑓1

3 − 9𝑓1𝑓2𝑝1 − 27𝑝1𝑓3𝑝2)2

2916

+
3

+

√
  
  
  
  
  2𝑓1

3 + 9𝑓1𝑓2𝑝1 + 27𝑝1𝑓3𝑝2
54

−

−√
(−𝑓1

2 − 3𝑓2𝑝1)
3

729
+
(−2𝑓1

3 − 9𝑓1𝑓2𝑝1 − 27𝑝1𝑓3𝑝2)2

2916

,

3

 (3.19)

 

 

 

𝑦2,3 = −
𝛼 + 𝛽

2
± 𝑖√3

𝛼 − 𝛽

2
== −

√

2𝑏3 + 9𝑏𝑐 + 27𝑑
54 +

+√ 
(−𝑏2 − 3𝑐)3

729
+
(−2𝑏3 − 9𝑏𝑐 − 27𝑑)2

2916

3

2
− 

  



53 

−

√

2𝑏3 + 9𝑏𝑐 + 27𝑑
54 −

−√ 
(−𝑏2 − 3𝑐)3

729 +
(−2𝑏3 − 9𝑏𝑐 − 27𝑑)2

2916

3

2

± 𝑖√3

√

2𝑏3 + 9𝑏𝑐 + 27𝑑
54 +

+√ 
(−𝑏2 − 3𝑐)3

729 +
(−2𝑏3 − 9𝑏𝑐 − 27𝑑)2

2916

3

2

−

√

2𝑏3 + 9𝑏𝑐 + 27𝑑
54 −

−√ 
(−𝑏2 − 3𝑐)3

729 +
(−2𝑏3 − 9𝑏𝑐 − 27𝑑)2

2916

3

2
. 

 

Проа на лізува в отрима нні коре ні, які є вла сними зна че ннями 

досліджуємої систе ми приходимо до висновку, що коре нь 𝑦1 і є вла сне  

зна че ння 𝜆𝑚𝑎𝑥, бо воно є дода тне  на  більше  за  інші вла сні зна че ння за  

модуле м, відповідно до те оре ми Фробе ніуса  – Пе ррона .  

Оскільки усі умови, що ми а на лізува ли ра ніше  виконуються, може мо 

утве рджува ти, що дискре тна  моде ль Ле слі є не від’ємною, не розкла дною та  

не виродже ною. Тож, з огляду на  це , може мо розгляда ти те оре му 

Фробе ніуса –Пе ррона . Згідно до цієї те оре ми, якщо ма триця 𝐿 не виродже на  

та  не від’ємна  тоді вона  ма є та ке  вла сне  зна че ння 𝜆𝑚𝑎𝑥, що є спе ктра льним 

ра діусом ма триці 𝜌(𝐿), строго дода тним ( 𝜆𝑚𝑎𝑥 > 0 ) та  на йбільшим за  

модуле м за  усі інші вла сні зна че ння ( 𝜆𝑚𝑎𝑥 ≥ 𝜆), а  та кож ма є відповідний 

вла сний не від’ємний ве ктор 𝑝 (𝐴𝑝 = 𝜆𝑚𝑎𝑥𝑝). Зна че ння вла сного зна че ння 

зна ходиться в інте рва лі: 
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min
𝑖
∑ 𝑎𝑖𝑗𝑗 ≤  𝜆𝑚𝑎𝑥 ≤ ma x

𝑖
∑ 𝑎𝑖𝑗𝑗 . 

 

В пе ршу че ргу зна йде мо ха ра кте ристичне  рівняння ма триці Ле слі 

(𝐿𝑖𝑗)3×3. 

 

det(𝜆𝐼 − 𝐿) = |

𝜆 − 𝑓1 −𝑓2 −𝑓3
−𝑝1 𝜆 0
0 −𝑝2 𝜆

|

= (𝜆 − 𝑓1) ∙ 𝜆
2 + (−𝑓2) ∙ 0 + (−𝑓3) ∙ (−𝑝1) ∙ (−𝑝2) − (−𝑓3) ∙ 𝜆 ∙ 0

− (𝜆 − 𝑓1) ∙ 0 ∙ (−𝑝2) − (−𝑓2) ∙ (−𝑝1) ∙ 𝜆

= 𝜆3 − 𝑓1𝜆
2 − 𝑓2𝑝1𝜆 − 𝑓3𝑝1𝑝2. 

 

На ступним кроком зна йде мо вла сні зна че ння розв'язав кубічне  

рівняння: 

 

𝜆3 − 𝑓1𝜆
2 − 𝑓2𝑝1𝜆 − 𝑓3𝑝1𝑝2 = 0. (3.20) 

 

А ле  для зручності розв'язання пода ємо рівняння у вигляді: 

 

𝜆3 − 𝑏𝜆2 − 𝑐𝜆 − 𝑑 = 0. (3.21) 

 

Тобто зробили за міну, де  𝑏 = 𝑓1, 𝑐 = 𝑓2𝑝1, 𝑑 = 𝑓3𝑝1𝑝2. 

Для розв'язання цього рівняння скориста ємось формулою Ка рда но.  

Пе ршим е та пом не обхідно приве сти його до ка нонічного вигляду 𝑦3 + 𝑝𝑦 +

𝑞 = 0.  

Для цього вве де мо за міну 𝜆 = 𝑦 − 𝑦0  та  отрима ємо: 
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(𝑦 − 𝑦0)
3 − 𝑏(𝑦 − 𝑦0)

2 − 𝑐(𝑦 − 𝑦0) − 𝑑 = 0. 

 

Скориста ємось формула ми скороче ного множе ння: 

 

𝑦3 − 3𝑦2𝑦0 + 3𝑦𝑦0
2 − 𝑦0

3 − 𝑏(𝑦2 − 2𝑦𝑦0 + 𝑦0
2) − 𝑐𝑦 + 𝑐𝑦0 − 𝑑 = 0, 

𝑦3 − 3𝑦2𝑦0 + 3𝑦𝑦0
2 − 𝑦0

3 − 𝑏𝑦2 + 2𝑏𝑦𝑦0 − 𝑏𝑦0
2 − 𝑐𝑦 + 𝑐𝑦0 − 𝑑 = 0, 

𝑦3 + 𝑦2(−3𝑦0 − 𝑏) + 𝑦(3𝑦0
2 + 2𝑏𝑦0 − 𝑐) − 𝑦0

3 − 𝑏𝑦0
2 + 𝑐𝑦0 − 𝑑 = 0. 

 

Тож, щоб позба витись 𝑦2 вве де мо за міну 𝑦0 = −
𝑏

3
 та  отрима ємо 

кубічний тричле н, в якому відсутній чле н із другою сте пе ню не відомого: 

 

𝑦3 + 𝑦 (3(−
𝑏

3
)2 + 2𝑏(−

𝑏

3
) − 𝑐) − (−

𝑏

3
)

3

− 𝑏 (−
𝑏

3
)

2

+ 𝑐(−
𝑏

3
) − 𝑑 = 0, 

𝑦3 + 𝑦(
𝑏2

3
−
2𝑏2

3
− 𝑐) +

𝑏3

27
−
𝑏3

9
−
𝑐𝑏

3
− 𝑑 = 0, 

𝑦3 + 𝑦 (
−𝑏2 − 3𝑐

3
) +

𝑏3 − 3𝑏3 − 9𝑐𝑏 − 27𝑑

27
= 0, 

𝑦3 + 𝑦 (
−𝑏2 − 3𝑐

3
) +

−2𝑏3 − 9𝑐𝑏 − 27𝑑

27
= 0, 

 

де  𝑝 =
−𝑏2−3𝑐

3
 та 𝑞 =

−2𝑏3−9𝑐𝑏−27𝑑

27
 дійсні числа . 

Оскільки, корінь у за га льному за  формулою Ка рда но випа дку 

прийма є вигляд  
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𝑦 = √−
𝑞

2
+ √𝑄

3
+ √−

𝑞

2
− √𝑄,

3
 (3.22) 

 

де  𝑄 = (
𝑝

3
)
3
+ (

𝑞

2
)
2
.  

Не обхідно визна чити ха ра кте р його коре нів, а  са ме  визна чити зна к 

вира зу (
𝑝

3
)
3
+ (

𝑞

2
)
2
, що зна ходиться під ква дра тним коре не м:  

– якщо (
𝑝

3
)
3
+ (

𝑞

2
)
2
> 0, тоді кубічне  рівняння ма є три різних коре ня: 

один з яких дійсний, а  інші два  компле ксно спряже ні;  

– якщо (
𝑝

3
)
3
+ (

𝑞

2
)
2
= 0, тоді усі три коре ня кубічного рівняння дійсні, 

два  з яких дорівнюють один одному;  

– якщо (
𝑝

3
)
3
+ (

𝑞

2
)
2
< 0, тоді усі три коре ня кубічного рівняння дійсні 

та  відмінні один від одного. 

Отже , з огляду на  це , зна йде мо 𝑄 та  визна чимо його зна к: 

 

𝑄 = (
𝑝

3
)
3

+ (
𝑞

2
)
2

= (
−𝑏2 − 3𝑐

9
)

3

+ (
−2𝑏3 − 9𝑏𝑐 − 27𝑑

54
)

2

=

=  
(−𝑏2 − 3𝑐)3

729
+
(−2𝑏3 − 9𝑏𝑐 − 27𝑑)2

2916
=

=
−(𝑏6 + 9𝑏4𝑐 + 27𝑏2𝑐2 + 27𝑐3)

729

+
4𝑏6 + 81𝑏2𝑐2 + 729𝑑2 + 36𝑏4𝑐 + 108𝑏3𝑑 + 486𝑏𝑐𝑑

2916
= 
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=
−4𝑏6 − 36𝑏4𝑐 − 108𝑏2𝑐2 − 108𝑐3 + 4𝑏6 + 81𝑐2𝑏2 + 729𝑑2 + 36𝑏4𝑐 + 108𝑏3𝑑

2916

+
486𝑏𝑐𝑑

2916
=
−27𝑏2𝑐2 − 108𝑐3 + 729𝑑2 + 108𝑏3𝑑 + 486𝑏𝑐𝑑

2916

=
−27𝑓1

2𝑝1
2𝑓2

2
− 108𝑝1

3𝑓2
3
+ 729𝑝1

2𝑝2
2𝑓3

2
+ 108𝑓1

3𝑝1𝑝2𝑓3 + 486𝑓1𝑝1
2𝑓2𝑝2𝑓3

2916
. 

 

Та ким чином, ста новиться зрозуміло, що отрима ний кінце вий вира з 

ва жко проа на лізува ти на  дода тність а бо від’ємність. Тож, розгляне мо 

ча стину розв'яз ку, в якій на йпростіше  визна читись із зна ком: 𝑄 =

(−𝑏2−3𝑐)3

729
+

(−2𝑏3−9𝑏𝑐−27𝑑)2

2916
.  На очно ба чимо, що ча стина  (−2𝑏3 − 9𝑏𝑐 −

27𝑑)2 бе з сумніву більше  нуля, оскільки зна ходиться під ква дра тною 

сте пе ню. Отже  не обхідно розглянути вира з (−𝑏2 − 3𝑐)3. Розкла де мо його у 

вигляді 

 

(−𝑏2 − 3𝑐)3 = −(𝑏2 + 3𝑐)(𝑏2 + 3𝑐)2, 

 

де  однозна чно  (−𝑏2 − 3𝑐)2 ≥ 0 , а  зна чить розгляда ємо (−𝑏2 − 3𝑐). З 

огляду на  те , що зна че ння кое фіцієнтів за  умовою моде лі не від’ємні, тоді 

спра ве дливо ска за ти, що  

 

−𝑏2 − 3𝑐 ≤ 0, 

−𝑏2 ≤ 3𝑐, 

𝑐 ≥ −
𝑏2

3
, 

𝑝1𝑓2 ≥ −
𝑓1
2

3
, 
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𝑝1𝑓2

𝑓1
2 ≥ −

1

3
. 

 

Отже  оскільки,  
𝑝1𝑓2

𝑓1
2 ≥ 0, може мо ска за ти, що  

𝑝1𝑓2

𝑓1
2 > −

1

3
 та  𝑄 > 0. На  

підста ві цього може мо стве рджува ти, що на ша  систе ма  ма є три коре ня, з 

яких один дійсних, а  два  інших компле ксно спряже ні. Да лі на ве де мо 

формули для їх зна ходже ння: 

 

𝑦1 = 𝛼 + 𝛽, 

 

де  

 

𝛼 = √−
𝑞

2
+ √𝑄

3
= 

=

√
  
  
  
  
  2𝑏3 + 9𝑏𝑐 + 27𝑑

54
+

+√ 
(−𝑏2 − 3𝑐)3

729
+
(−2𝑏3 − 9𝑏𝑐 − 27𝑑)2

2916

3

=

= √
2𝑏3 + 9𝑏𝑐 + 27𝑑

54
+ √

−27𝑏2𝑐2 − 108𝑐3 + 729𝑑2 + 108𝑏3𝑑 + 486𝑏𝑐𝑑

2916

3

= 

=

√
  
  
  
  
  2𝑓1

3 + 9𝑓1𝑓2𝑝1 + 27𝑝1𝑓3𝑝2
54

+

+√
−27𝑓1

2𝑓2
2𝑝1

2 − 108𝑓2
3𝑝1

3 + 729𝑝1
2𝑓3

2𝑝2
2 + 108𝑓1

3𝑝1𝑓3𝑝2 + 486𝑓1𝑓2𝑝1
2𝑓3𝑝2

2916

3

, (3.23) 

 



59 

𝛽 = √−
𝑞

2
− √𝑄

3
=

√
  
  
  
  
  2𝑏3 + 9𝑏𝑐 + 27𝑑

54
−

−√ 
(−𝑏2 − 3𝑐)3

729
+
(−2𝑏3 − 9𝑏𝑐 − 27𝑑)2

2916

3

= √
2𝑏3 + 9𝑏𝑐 + 27𝑑

54
− √

−27𝑏2𝑐2 − 108𝑐3 + 729𝑑2 + 108𝑏3𝑑 + 486𝑏𝑐𝑑

2916

3

= 

=

√
  
  
  
  
  2𝑓1

3 + 9𝑓1𝑓2𝑝1 + 27𝑝1𝑓3𝑝2
54

−

−√
−27𝑓1

2𝑓2
2𝑝1

2 − 108𝑓2
3𝑝1

3 + 729𝑝1
2𝑓3

2𝑝2
2 + 108𝑓1

3𝑝1𝑓3𝑝2 + 486𝑓1𝑓2𝑝1
2𝑓3𝑝2

2916

3

 (3.24) 

 

та  отрима ємо коре ні : 

 

𝑦1 = 𝛼 + 𝛽 =

√
  
  
  
  
 
 2𝑏3 + 9𝑏𝑐 + 27𝑑

54
+

+√ 
(−𝑏2 − 3𝑐)3

729
+
(−2𝑏3 − 9𝑏𝑐 − 27𝑑)2

2916

3

+

√
  
  
  
  
 
 2𝑏3 + 9𝑏𝑐 + 27𝑑

54
−

−√ 
(−𝑏2 − 3𝑐)3

729
+
(−2𝑏3 − 9𝑏𝑐 − 27𝑑)2

2916

3

=

=

√
  
  
  
  
  2𝑓1

3 + 9𝑓1𝑓2𝑝1 + 27𝑝1𝑓3𝑝2
54

+

+√
(−𝑓1

2 − 3𝑓2𝑝1)
3

729
+
(−2𝑓1

3 − 9𝑓1𝑓2𝑝1 − 27𝑝1𝑓3𝑝2)2

2916

3

+ 

+

√
  
  
  
  
  2𝑓1

3 + 9𝑓1𝑓2𝑝1 + 27𝑝1𝑓3𝑝2
54

−

−√
(−𝑓1

2 − 3𝑓2𝑝1)
3

729
+
(−2𝑓1

3 − 9𝑓1𝑓2𝑝1 − 27𝑝1𝑓3𝑝2)2

2916

,

3

 (2.25) 
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𝑦2,3 = −
𝛼 + 𝛽

2
± 𝑖√3

𝛼 − 𝛽

2
= −

√

2𝑏3 + 9𝑏𝑐 + 27𝑑
54 +

+√ 
(−𝑏2 − 3𝑐)3

729
+
(−2𝑏3 − 9𝑏𝑐 − 27𝑑)2

2916

3

2
− 

−

√

2𝑏3 + 9𝑏𝑐 + 27𝑑
54 −

−√ 
(−𝑏2 − 3𝑐)3

729 +
(−2𝑏3 − 9𝑏𝑐 − 27𝑑)2

2916

3

2

± 𝑖√3

√

2𝑏3 + 9𝑏𝑐 + 27𝑑
54 +

+√ 
(−𝑏2 − 3𝑐)3

729 +
(−2𝑏3 − 9𝑏𝑐 − 27𝑑)2

2916

3

2

−

√

2𝑏3 + 9𝑏𝑐 + 27𝑑
54 −

−√ 
(−𝑏2 − 3𝑐)3

729 +
(−2𝑏3 − 9𝑏𝑐 − 27𝑑)2

2916

3

2
. 

 

Проа на лізува в отрима нні коре ні, які є вла сними зна че ннями 

досліджуємої систе ми приходимо до висновку, що коре нь 𝑦1 і є вла сне  

зна че ння 𝜆𝑚𝑎𝑥, бо воно є дода тне  на  більше  за  інші вла сні зна че ння за  

модуле м, відповідно до те оре ми Фробе ніуса  – Пе ррона .  

Та кож, з цієї те оре ми виплива є, що якщо існує 𝐿 ≥ 0 та   𝜆𝑚𝑎𝑥 = 𝜌(𝐿) – 

дійсне  та  не від’ємне , не обхідно розглянути три випа дки:  

– якщо 𝜆𝑚𝑎𝑥 = 𝜌(𝐿) > 1 із відповідним вла сним ве ктором  𝑝 ≥ 0, 

тоді 𝑝 та кож вла сний ве ктор ма триці (𝐼 − 𝐿)−1  і тому (𝐼 − 𝐿)−1𝑝 =
𝑝

1−𝜌(𝐿)
. 

Оскільки 𝜌(𝐿) > 0 виходить, що 
𝑝

1−𝜌(𝐿)
< 0, а  зна чить (𝐼 − 𝐴)−1 не  може бути 

не від’ємною; 
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– якщо 𝜆𝑚𝑎𝑥 = 𝜌(𝐿) = 1 тоді ма триці (𝐼 − 𝐿)−1 – не  існує; 

– якщо 𝜆𝑚𝑎𝑥 = 𝜌(𝐿) < 1 тоді ма триця (𝐼 − 𝐿)−1 – не від’ємна . 

Це  та кож, ка же  про те , що якщо 𝜌(𝐿) > 1, тоді популяційна  моде ль 

Ле слі не пе ре рвно зроста є; 𝜌(𝐿) = 1 , тоді популяційна  моде ль Ле слі ма є 

не ста більну дина міку росту; 𝜌(𝐿) = 1, тоді популяційна  моде ль Ле слі 

зме ншується. 

 

∆(𝐼 − 𝐿) = |
1 − 𝑓1 −𝑓2 −𝑓3
−𝑝1 1 0
0 −𝑝2 1

|

= (1 − 𝑓1) ∙ 1 ∙ 1 + (−𝑓2) ∙ 0 + (−𝑓3)(−𝑝1)(−𝑝2) − (−𝑓3) ∙ 0 − (1 − 𝑓1)(−𝑝2) ∙ 0

− (−𝑓2)(−𝑝1) ∙ 1 = 1 − 𝑓1 − 𝑓3𝑝1𝑝2 − 𝑝1𝑓2, 

 

(𝐼 − 𝐿)∗
𝑇 = (

1 𝑝1 𝑝1𝑝2
𝑓2 + 𝑝2𝑓3 1 − 𝑓1 𝑝2 − 𝑓1𝑝2

𝑓3 𝑝1𝑓3 𝑝1𝑓1𝑓2 − 𝑝1𝑓2

)

𝑇

= (

1 𝑓2 + 𝑝2𝑓3 𝑓3
𝑝1 1 − 𝑓1 𝑝1𝑓3
𝑝1𝑝2 𝑝2(1 − 𝑓1) 𝑝1𝑓2(𝑓1 − 1)

), 

 

(𝐼 − 𝐿)−1 = (
1 − 𝑓1 −𝑓2 −𝑓3
−𝑝1 1 0
0 −𝑝2 1

)

−1

=
1

∆(𝐼 − 𝐿)
(𝐼 − 𝐿)∗

𝑇 =

=
1

1 − 𝑓1 − 𝑓3𝑝1𝑝2 − 𝑝1𝑓2
(

1 𝑓2 + 𝑝2𝑓3 𝑓3
𝑝1 1 − 𝑓1 𝑝1𝑓3
𝑝1𝑝2 𝑝2(1 − 𝑓1) 1 − 𝑓1 − 𝑝1𝑓2

) . (3.26)

 

 

У випа дку, якщо ∆(𝐼 − 𝐿) =
1

1−𝑓1−𝑓3𝑝1𝑝2−𝑝1𝑓2
< 0 у (2.25), то ма триця 

(𝐼 − 𝐿)−1– не  може  бути не від’ємною, тому можна  вва жа ти, що 

популяційна  дискре тна  моде ль Ле слі позитивна  та  зроста є не пе ре рвно, а  

якщо ∆(𝐼 − 𝐿) =
1

1−𝑓1−𝑓3𝑝1𝑝2−𝑝1𝑓2
> 0, тоді популяційна  дискре тна  моде ль 

Ле слі позитивна  не пе ре рвно зме нщується. 
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Проа на лізуємо на  позитивність та кож не пе ре рвну моде ль Ле слі, яка  

ма є вигляд: 

 

𝑥(𝑡)̇ = (𝐿 − 𝐸)𝑥(𝑡), 

 

де   

 

(𝐿 − 𝐼) = (

𝑓1 − 1 𝑓2 𝑓3
𝑝1 −1 0
0 𝑝2 −1

) 𝑓𝑖 ≥ 0,   

 

де 𝑖 = 1…𝑛;  

1 ≤ 𝑝𝑖 ≤ 0, 𝑖 = 1…𝑛 − 1. 

У випа дку з не пе ре рвним ча сом, ува га  конце нтрується на  ма трицях 

Ме цле ра [20]. Дійсна  ма триця 𝐿 розмірності 𝑛 × 𝑛 є ма трице ю Ме цле ра , 

якщо 𝑙𝑖𝑗 усіх 𝑖 ≠ 𝑗. Простіше  ка жучи, 𝐿 є ма трице ю Ме цле ра , коли усі її 

не діа гона льні е ле ме нти не від’ємні. Та ким чином, вва жа ємо однорідну 

систе му не пе ре рвного ча су 𝑥(𝑡)̇ = (𝐿 − 𝐼)𝑥(𝑡) – позитивною, якщо ма триця 

(𝐿 − 𝐼) буде  ма трице ю Ме цле ра , а  вона  дійсно ма є не від’ємні е ле ме нти 

поза  діа гона ллю, о скільки са ма  ма триця 𝐿 є не від’ємною и при відніма нні 

від не  одиничної отрима ємо від’ємні зна че ння по діа гона лі. Тоді 

спра ве длива  те оре ма , яка  вста новлює, що  

Якщо ма триця (𝐿 − 𝐼) є ма трице ю Ме цле ра , тоді існує та кий дійсне  

вла сне  зна че ння 𝜆0 та  вла сний ве ктор 𝑝0 та кі, що (𝐿 − 𝐼)𝑝0 = 𝜆0𝑝0 та  якщо 

𝜆0 ≠ 𝜆, тобто це  вла сне  зна че ння буде  відрізнятись від інших, то можна  
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ска за ти, що 𝜆0 > 𝑅𝑒(𝜆). Пе ре віримо цю те оре му, а  для цього не обхідно в 

пе ршу че ргу, зна йти ха ра кте ристичне  рівняння: 

 

det(𝜆𝐼 − 𝐿 + 𝐼) = |
𝜆 − 𝑓1 + 1 −𝑓2 −𝑓3
−𝑝1 𝜆 + 1 0
0 −𝑝2 𝜆 + 1

|

= (𝜆 − 𝑓1 + 1)(𝜆 + 1)2 + 0+ (−𝑓3) ∙ (−𝑝1) ∙ (−𝑝2) − 0 − 0 − (−𝑓2) ∙ (−𝑝1)(𝜆 + 1)

= 𝜆3 + 2𝜆2 + 𝜆 − 𝑓1𝜆
2 − 2𝑓1𝜆 − 𝑓1 + 𝜆2 + 2𝜆 + 1 − 𝑓2𝑝1𝜆 − 𝑓2𝑝1 − 𝑓3𝑝1𝑝2 =

= 𝜆3 + 3𝜆2 − 𝑓1𝜆
2 + 3𝜆 − 2𝑓1𝜆 − 𝑓2𝑝1𝜆 − 𝑓1 − 𝑓2𝑝1 − 𝑓3𝑝1𝑝2 + 1

= 𝜆3 + 𝜆2(3 − 𝑓1) + 𝜆(3 − 2𝑓1 − 𝑓2𝑝1) − 𝑓1 − 𝑓2𝑝1 − 𝑓3𝑝1𝑝2 + 1

= 𝜆3 − 𝜆2(𝑓1 − 3) − 𝜆(𝑓2𝑝1 + 2𝑓1 − 3) − (𝑓1 + 𝑓2𝑝1 + 𝑓3𝑝1𝑝2 − 1). 

 

Тобто ма ємо ха ра кте ристичний поліном  

 

𝜆3 − 𝜆2(𝑓1 − 3) − 𝜆(𝑓2𝑝1 + 2𝑓1 − 3) − (𝑓1 + 𝑓2𝑝1 + 𝑓3𝑝1𝑝2 − 1) = 0. (3.27) 

 

Який можна  пода ти у вигляді: 𝜆3 − 𝑏𝜆2 − 𝑐𝜆 − 𝑑 = 0, вигляд якого 

співпа да є з (2.17), а  зна чить попе ре дні ре зульта ти прида тні до 

за стосува ння і за ра з. Тобто ма ємо, що коре ні цього полінома  ма ють вигляд: 

 

𝑦1 = 𝛼 + 𝛽 =

√
  
  
  
  
  2𝑏3 + 9𝑏𝑐 + 27𝑑

54
+

+√ 
(−𝑏2 − 3𝑐)3

729
+
(−2𝑏3 − 9𝑏𝑐 − 27𝑑)2

2916

+

3

+

√
  
  
  
  
  2𝑏3 + 9𝑏𝑐 + 27𝑑

54
−

−√ 
(−𝑏2 − 3𝑐)3

729
+
(−2𝑏3 − 9𝑏𝑐 − 27𝑑)2

2916

3

= 
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=

√
  
  
  
  
  
 

2𝑓1
3 + 9𝑓1𝑓2𝑝1 + 27𝑓3𝑝1𝑝2

54
+

+√ 
(−7𝑓1 − 3𝑝1𝑓2 + 12)3

729
+
(2𝑓1

3 + 9𝑓1𝑓2𝑝1 + 27𝑓3𝑝1𝑝2)
2

2916

3

+

+

√
  
  
  
  
  
 

2𝑓1
3 + 9𝑓1𝑓2𝑝1 + 27𝑓3𝑝1𝑝2

54
−

−√ 
(−7𝑓1 − 3𝑝1𝑓2 + 12)3

729
+
(2𝑓1

3 + 9𝑓1𝑓2𝑝1 + 27𝑓3𝑝1𝑝2)
2

2916

3

, (3.28)

 

 

𝑦2,3 = −
𝛼 + 𝛽

2
± 𝑖√3

𝛼 − 𝛽

2
= −

√

2𝑏3 + 9𝑏𝑐 + 27𝑑
54

+

+√ 
(−𝑏2 − 3𝑐)3

729
+
(−2𝑏3 − 9𝑏𝑐 − 27𝑑)2

2916

3

2
− 

−

√

2𝑏3 + 9𝑏𝑐 + 27𝑑
54

−

−√ 
(−𝑏2 − 3𝑐)3

729
+
(−2𝑏3 − 9𝑏𝑐 − 27𝑑)2

2916

3

2
± 

±𝑖√3

√

2𝑏3 + 9𝑏𝑐 + 27𝑑
54

+

+√ 
(−𝑏2 − 3𝑐)3

729
+
(−2𝑏3 − 9𝑏𝑐 − 27𝑑)2

2916

3

2
− 

−

√

2𝑏3 + 9𝑏𝑐 + 27𝑑
54

−

−√ 
(−𝑏2 − 3𝑐)3

729
+
(−2𝑏3 − 9𝑏𝑐 − 27𝑑)2

2916

3

2
=   
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= − √
  
  
  
  
  2𝑓1

3 + 9𝑓1𝑓2𝑝1 + 27𝑓3𝑝1𝑝2
54

+

+√ 
(−7𝑓1 − 3𝑝1𝑓2 + 12)3

729
+
(2𝑓1

3 + 9𝑓1𝑓2𝑝1 + 27𝑓3𝑝1𝑝2)
2

2916

3

2
− 

− √
  
  
  
  
  2𝑓1

3 + 9𝑓1𝑓2𝑝1 + 27𝑓3𝑝1𝑝2
54

−

−√ 
(−7𝑓1 − 3𝑝1𝑓2 + 12)3

729
+
(2𝑓1

3 + 9𝑓1𝑓2𝑝1 + 27𝑓3𝑝1𝑝2)
2

2916

3

2
± 

±𝑖√3 √
  
  
  
  
  2𝑓1

3 + 9𝑓1𝑓2𝑝1 + 27𝑓3𝑝1𝑝2
54

+

+√ 
(−7𝑓1 − 3𝑝1𝑓2 + 12)3

729
+
(2𝑓1

3 + 9𝑓1𝑓2𝑝1 + 27𝑓3𝑝1𝑝2)
2

2916

3

2
− 

− √
  
  
  
  
  2𝑓1

3 + 9𝑓1𝑓2𝑝1 + 27𝑓3𝑝1𝑝2
54

−

−√ 
(−7𝑓1 − 3𝑝1𝑓2 + 12)3

729
+
(2𝑓1

3 + 9𝑓1𝑓2𝑝1 + 27𝑓3𝑝1𝑝2)
2

2916

3

2
, (3.29)

 

 

де  𝑦1 = 𝜆0,  

𝑦2,3 = 𝜆1,2. 

З огляду на  те , що 𝜆0 = 𝛼 + 𝛽, а  𝑅𝑒(𝜆1,2) = −
𝛼+𝛽

2
  можна  з пе вністю 

ска за ти, що 𝜆0 > 𝑅𝑒(𝜆1,2), тобто 𝜆0 прийма є зна че ння дійсне  дода тне  

зна че ння, а  𝜆1,2 відємні. 

У да ному розділі проводився а на ліз дина мічної систе ми з постійними 

кое фіцієнта ми на  позитивність. Систе ми дискре тної моде лі Ле слі є 
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позитивною, якщо в моде лі оста ння вікова  група  буде  розгляда тись лише  

ре продуктивна .  

Отже, далі розглянемо приведений вище аналіз на конкретному 

прикладі матриці Леслі 3 × 3: 

 

𝐿 = (
0.28 1.2 0.5
0.51 0 0
0 0.81 0

) . (3.30) 

 

Знайдемо характеристичне рівняння дискретної моделі(3.10), для цього 

спочатку знайдемо визначник матриці 

 

det(𝜆𝐸 − 𝐿) = (
𝜆 − 0.28 −1.2 −0.5
−0.51 𝜆 0
0 −0.81 𝜆

) = (𝜆 − 0.28)𝜆2 − 0.612𝜆 − 0.2

= 𝜆3 + 0.28𝜆2 − 0.612𝜆 − 0.2. 

 

Корені даного характеристичного рівняння мають вигляд: 𝜆1 =

1.04, 𝜆2,3 = −0.383 ± 0,2𝑖. В даному випадку наочно видно, що дійсно існує 

такий дійсний та додатній корень характеристичного рівняння, що за 

модулем більший дійсної частини інших коренів. 

Далі проведемо ті ж розрахунки тільки для безперервної моделі(3.12) 

на основі тієї ж самої матриці Леслі (3.30). Спочатку знайдемо 

характеристичне рівняння 
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det(𝜆𝐸 − 𝐿 − 𝐸) = (
𝜆 + 0.72 −1.2 −0.5
−0.51 𝜆 + 1 0
0 −0.81 𝜆 + 1

) =

= (𝜆 + 0.72)(𝜆 + 1)2 − 0.612(𝜆 + 1) − 0.2 =

= (𝜆 + 0.72)(𝜆2 + 2𝜆 + 1) − 0.612(𝜆 + 1) − 0.2 =

= 𝜆3 + 0.28𝜆2 − 0.612𝜆 − 0.2. 

 

Корені даного характеристичного рівняння мають вигляд: 𝜆1 =

1.04, 𝜆2,3 = −0.383 ± 0,2𝑖. В даному випадку наочно видно, що дійсно існує 

такий дійсний та додатній корень характеристичного рівняння, що за 

модулем більший дійсної частини інших коренів, а також те, що вони 

збігаються із коренями дискретної моделі. 

 

 

3.3 Особливості за стосува ння ма те ма тичної моде лі об’єкта  

дослідже ння із за пізне нням 

 

Розгляне мо дифе ре нційне  рівняння (3.12) з а ргуме нтом, що 

за пізнюється 

 

𝑑𝑋(𝑡)

𝑑𝑡
 = (𝐿 − 𝐸)𝑋(𝑡 − 𝜏),  

 

де  𝜏 ≥ 0, 

 𝑡 − 𝜏 ≥ 0, із за да ною поча тковою функцією 𝑋(𝑡) = 𝜑0(𝑡) при 𝑡0 − 𝜏 ≤

𝑡 ≤ 𝑡0. Не обхідно зна йти розв'яз ок рівняння (3.12) при 𝑡 ≥ 𝑡0.  
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Для зна ходже ння розв'яз ку рівняння (3.12) при 𝑡 ≥ 𝑡0 тре ба  

скориста тись ме тодом кроків (а бо ме тод послідовного інте грува ння). Суть 

ме тода  кроків поляга є в тому, що споча тку зна ходиться розв'яз ок рівняння 

(3.12) для 𝑡0 ≤ 𝑡 ≤ 𝑡0 + 𝜏, потім для 𝑡0 + 𝜏 ≤ 𝑡 ≤ 𝑡0 + 2𝜏 і т.д. При цьому 

не обхідно помітити, на прикла д, що оскільки в обла сті 𝑡0 ≤ 𝑡 ≤ 𝑡0 + 𝜏 

а ргуме нт  𝑡 − 𝜏 змінюється в ме жа х 𝑡0 − 𝜏 ≤ 𝑡 − 𝜏 ≤ 𝑡, в рівнянні (3.12) в цій 

обла сті за мість 𝑥(𝑡 − 𝜏) можна  взяти поча ткову функцію 𝜑0(𝑡 − 𝜏). Тоді 

вийде  та к, що для зна ходже ння рівняння (3.12) в обла сті 𝑡0 ≤ 𝑡 ≤ 𝑡0 + 𝜏 

треба  розв'язати звича йне  дифе ре нційне  рівняння бе з за пізне ння у вигляді 

 

𝑑𝑥

𝑑𝑡
= (𝐿 − 𝐸)𝜑0(𝑡 − 𝜏), (3.31) 

 

при 𝑡0 ≤ 𝑡 ≤ 𝑡0 + 𝜏, із поча тковою умовою 𝑋(𝑡0) = 𝜑(𝑡0) (див. рис. 2.1). 

 Да лі, після того, як було зна йде но розв'яза ння цієї поча ткової за да чі у 

вигляді 𝑋(𝑡) = 𝜑1(𝑡), можна  поста вити за да чу зна ходже ння розв'яз ку на  

відрізку 𝑡0 + 𝜏 ≤ 𝑡 ≤ 𝑡0 + 2𝜏 і т.д. 

Тож, ма ємо: 

 

𝑑𝑥

𝑑𝑡
= (𝐿 − 𝐸)𝜑0(𝑡 − 𝜏),  

 

при 𝑡0 ≤ 𝑡 ≤ 𝑡0 + 𝜏, 𝑋(𝑡0) = 𝜑(𝑡0), 

 

𝑑𝑥

𝑑𝑡
= (𝐿 − 𝐸)𝜑1(𝑡 − 𝜏), (3.32)
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при 𝑡0 + 𝜏 ≤ 𝑡 ≤ 𝑡0 + 2𝜏, 𝑋(𝑡0 + 𝜏) = 𝜑1(𝑡0 + 𝜏), 

 

𝑑𝑥

𝑑𝑡
= (𝐿 − 𝐸)𝜑2(𝑡 − 𝜏), (3.33)

 
 

 

при 𝑡0 + 2𝜏 ≤ 𝑡 ≤ 𝑡0 + 3𝜏, 𝑋(𝑡0 + 2𝜏) = 𝜑2(𝑡0 + 2𝜏), 

 

𝑑𝑥

𝑑𝑡
= (𝐿 − 𝐸)𝜑𝑛(𝑡 − 𝜏), (3.34)

 
 

 

при 𝑡0 + 𝑛𝜏 ≤ 𝑡 ≤ 𝑡0 + (𝑛 + 1)𝜏, 𝑋(𝑡0 + 𝑛𝜏) = 𝜑𝑛(𝑡0 + 𝑛𝜏), 

де  𝜑𝑖(𝑡) є розв'яз ок  да ної поча ткової за да чі на  відрізку 𝑡0 + (𝑖 − 1)𝑡 ≤ 𝑡 ≤

𝑡0 + 𝑖𝜏 (𝑖 = 1, 2, 3, … , 𝑛, … ).Загальний розв’зок тоді має вигляд 

 

𝑋(𝑡) = (𝐿 − 𝐸)∫𝜑𝑛(𝑡 − 𝜏)𝑑𝑡 

 

Це й ме тод кроків розв'язання дифе ре нціа льного рівняння із 

а ргуме нтом, що за пізнюється (3.12) дозволяє визна чити розв'яз ок 𝑋(𝑡) на  

де якому скінче ному відрізку зміни 𝑡. 

Розглянемо приклад розв'язання матрично диференціального рівняння 

із запізненням, де матриця 𝐿 розмірності 2 × 2 має вигляд 

 

𝐿 = (
0.2 1.5
0.8 0

) , 𝐿 − 𝐸 = (
−0.8 1.5
0.8 −1

) . 

 

Тобто маємо 



70 

 

�̇�(𝑡) = (𝐿 − 𝐸)𝑥(𝑡 − 𝜏), 

(
𝑥1̇(𝑡)

𝑥2̇(𝑡)
) = (

−0.8 1.5
0.8 −1

) (
𝑥1(𝑡 − 𝜏)

𝑥2(𝑡 − 𝜏)
) , (3.35) 

 

а почтакові умови мають вигляд — 𝑋(0) = (
1
0
). 

Спершу розглянемо випадок, коли 𝜏 = 0. Спочатку запишемо 

характеристичне рівняння та знайдемо власні значення: 

 

det (λ [
1 0
0 1

] − [
−0.8 1.5
0.8 −1

]) = 0, 

𝑑𝑒𝑡 (
𝜆 + 0.8 −1.5
−0.8 𝜆 + 1

) = 0, 

𝜆2 + 1.8𝜆 − 0.4 = 0, 

𝜆1 = −2, 𝜆2 = 0.2. 

 

Подальшим розрахунками визначемо власні функції. Коли 𝜆1 = −2 

будемо мати 

 

(
−0.8 1.5
0.8 −1

) (
𝑎
𝑏
) = −2 (

𝑎
𝑏
), 

𝑎 = −1.25, 

𝑏 = 1, 

𝑣1̅̅ ̅ = (
−1.25
1

). 

 

У випадку коли 𝜆2 = 0.2 розв'язок буде мати наступний вигляд 
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(
−0.8 1.5
0.8 −1

) (
𝑎
𝑏
) = 0.2 (

𝑎
𝑏
), 

𝑎 = 1.5, 

𝑏 = 1, 

𝑣2̅̅ ̅ = (
1.5
1
). 

 

Наступним шагом знайдемо шукані функції: 

 

(
𝑥1
𝑥2
) = 𝑀𝑒𝜆1𝑡𝑣1̅̅ ̅ + 𝑁𝑒𝜆2𝑡𝑣2̅̅ ̅, 

 

де 𝑀,𝑁 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡. 

 

(
𝑥1
𝑥2
) = 𝑀𝑒−2𝑡 (

−1.25
1

) + 𝑁𝑒0.2𝑡 (
1.5
1
), 

(
𝑥1
𝑥2
) = (

−1.25 1.5
1 1

) (𝑀𝑒
−2𝑡

𝑁𝑒0.2𝑡)
) 

 

або 

 

{
𝑥1 = −1.25𝑀𝑒−2𝑡 + 1.5𝑁𝑒0.2𝑡

𝑥2 = 𝑀𝑒−2𝑡 + 𝑁𝑒0.2𝑡
, 

𝑥1(0) = −1.25𝑒2 + 1.5𝑁𝑒−0.2 = 1, 

𝑥2(0) = 𝑀𝑒2 +𝑁𝑒−0.2 = 0, 

{−1.25𝑀𝑒
2 + 1.5𝑁𝑒−0.2 = 1

𝑀𝑒2 + 𝑁𝑒−0.2 = 0
, 

𝑀 = −𝑁𝑒−2.2, 

1.25𝑁𝑒−0.2 + 1.5𝑁𝑒−0.2 = 1, 
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2.75𝑁𝑒−0.2 = 1, 

𝑀 = −
𝑒−2

2.75
≈ −0,0492, 

𝑁 =
𝑒0.2

2.75
≈ 0,4441. 

 

Тобто загальний розв’зок приймає вигляд: 

 

(
𝑥1(𝑡)

𝑥2(𝑡)
) = (

−1.25 1.5
1 1

)(
−

1

2.75
𝑒4𝑡

1

2.75
𝑒0.04𝑡

). 

 

Графічне представлення даного розв’язку (див. рис. 3.2) було 

проведено в сисетмі Mathematica за допомогою коду (див. рис. 3.1).  

 

Рисунок 3.1 — Код до прикладу (3.35) при 𝜏 = 0 
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Рисунок 3.1 — Графічне представлення розв’язку приклада (3.35) для 0 ≤ 𝑡 ≤

10 при 𝜏 = 0 

 

Далі розглянемо також приклад (3.35), але при 𝜏 = 1. Графічне 

представлення (див. рис. 3.3) для 0 ≤ 𝑡 ≤ 10  також було проведено в сисетмі 

Mathematica за допомогою коду (див. рис. 3.2) 

Рисунок 3.2 — Код до прикладу (3.35) 𝜏 = 1 
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Рисунок 3.2 — Графічне представлення розв’язку приклада (3.35) для 0 ≤ 𝑡 ≤

10 при 𝜏 = 1 

 

Розглянемо ще приклад (3.30) та його графічне представлення (див. 

рис. 3.4) для 0 ≤ 𝑡 ≤ 50 при 𝜏 = 1, яке було проведено в системі Mathematica 

за допомогою коду (див. рис. 3.3) 

Рисунок 3.3 — Код до прикладу (3.30) 
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Рисунок 3.4 — Графічне представлення розв’язку приклада (3.30) для 

0 ≤ 𝑡 ≤ 50 при 𝜏 = 1 
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4 А НА ЛІЗ ОСНОВНИХ ВЛА СТИВОСТЕ Й МА ТЕ МА ТИЧНИХ 

МОДЕ ЛЕ Й БІОЛОГІЧНОЇ СИСТЕ МИ У ЗМІННИХ СТА НУ 

ЗА СОБА МИ ТЕ ОРІЇ А ВТОМА ТИЧНОГО КЕ РУВА ННЯ 

 

 

В да ному розділі проводиться а на ліз основних вла стивосте й 

біологічної систе ми: стійкість руху, ке рова ність та  спосте ре жува ність. 

 

 

4.1 Побудова  ма те ма тичної моде лі у змінних ста ну 

 

В першу чергу побудуємо модель об’єкта з дискретним розподілом 

часу у змінних стану.У за га льному випа дку ма те ма тична  моде ль об’єкта  у 

змінних ста ну ма є вигляд:  

 

𝑥(𝑘 + 1) = 𝐴𝑥(𝑘 − 𝜏) + 𝐵𝑢(𝑘), 

𝑦(𝑘) = 𝐶𝑥(𝑘). 
(4.1) 

  

 

Ма триця ста ну в якій прийма є вид:  

 

𝐴 = 𝐿 =

(

 
 

𝑓1 𝑓2 … 𝑓𝑛−1 𝑓𝑛
𝑝1 0 … 0 0
0 𝑝2 … 0 0
⋮ ⋮ ⋱ ⋮ ⋮
0 0 … 𝑝𝑛−1 0)

 
 
. 
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𝐵 = (
0 ⋯ 0
⋮ ⋱ ⋮
0 ⋯ 0

), 

 

[

𝑦1
𝑦2
…
𝑦𝑛

]

𝑛×1

= [

𝑥1
𝑥2
…
𝑥𝑛

]

𝑛×1

= 𝐶𝑛×𝑛 [

𝑥1
𝑥2
…
𝑥𝑛

]

𝑛×1

, 

 

𝐶 = (

1 0 … 0
0 1 … 0
… … … …
0 0 … 1

). 

 

Тож, ма ємо 

 

𝑥(𝑘 + 1) = 𝐿𝑥(𝑘 − 𝜏) + 𝐵𝑢(𝑘), 

𝑦(𝑘) = 𝐶𝑥(𝑘), (4.2) 

 

де  ма триці з розмірністю 3 × 3 прийма ють вигляд: 

 

𝐿 = (

𝑓1 𝑓2 𝑓3
𝑝1 0 0
0 𝑝2 0

), 

𝐵 = (
0 0 0
0 0 0
0 0 0

), 

С = (
1 0 0
0 1 0
0 0 1

). 
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Теперь розглянемо неперервну модель об’єкта стану, яка приймає 

вигляд: 

 

�̇�(𝑡) = 𝐴(𝑡 − 𝜏) + 𝐵𝑢(𝑡), 

𝑦(𝑡) = 𝐶𝑥(𝑡). 

 

де матриця 𝐴 

 

𝐴 = 𝐿 − 𝐸 =

(

 
 

𝑓1 − 1 𝑓2 … 𝑓𝑛−1 𝑓𝑛
𝑝1 −1 … 0 0
0 𝑝2 … 0 0
⋮ ⋮ ⋱ ⋮ ⋮
0 0 … 𝑝𝑛−1 −1)

 
 
. 

 

З огляду на це, маємо 

 

�̇�(𝑡) = (𝐿 − 𝐸)(𝑡 − 𝜏) + 𝐵𝑢(𝑡), 

𝑦(𝑡) = 𝐶𝑥(𝑡). (4.3) 

 

де  

𝐿 − 𝐸 = (

𝑓1 − 1 𝑓2 𝑓3
𝑝1 −1 0
0 𝑝2 −1

), 

𝐵 = (
0 0 0
0 0 0
0 0 0

), 

С = (
1 0 0
0 1 0
0 0 1

). 
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4.2 Стійкість руху 

 

Оскільки кожна  систе ма  за вжди потра пляє під вплив різнома нітних 

обуре нь, що можуть вплинути на  її норма льну роботу, вона  повинна  стійко 

функціонува ти не зва жа ючи на  обуре ння, що на  не ї діють. У 

на йпростішому випа дку стійкість систе ми ха ра кте ризується її зда тністю, з 

пе вною точністю, пове рта тись в ста н рівнова ги після зникне ння 

зовнішнього обуре ння, яке  виве ло її з цього ста ну. Тож, якщо систе ма  не  

пове рта ється в ста н рівнова ги , з якого її виве ли а бо відда ляється від нього, 

а бо робить на вколо нього зроста ючі по а мплітуді колива ння, можна  

стве рджува ти, що систе ма  є не  стійкою. Оче видно, що та ка  систе ма  була  б 

не пра це зда тною. Отже , стійкість є не обхідною умовою пра це зда тності 

будь–якої систе ми. 

Розгляне мо систе му лінійних дифе ре нціа льних рівнянь с постійними 

кое фіцієнта ми дискретної моделі виду: 

 

�̇�(𝑡) = 𝐿𝑥(𝑡 − 𝜏). (4.4) 

 

У да ному випа дку, на йпростішим ме тодом дослідже ння стійкості 

систе ми буде  ме тоди а на лізу, що ґрунтуються на  оцінці коре нів 

ха ра кте ристичного поліному, оскільки в попе ре дньому розділі при 

дослідже ні на  позитивність, ці коре ні вже  були зна йде ні. Тож, до та ких 

ме тодів відносяться коре не вий крите рій стійкості та  крите рій Гурвіца . 

Розгляне мо вла стивості крите рія коре не вої стійкості [19]. Не ха й 

ма ємо ха ра кте ристичний поліном з полюса ми 𝑝𝑖 = 𝜆𝑖{𝐿}. Тож, за пише мо  
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𝑝𝑖 = 𝑅𝑒 𝑝𝑖 + 𝐼𝑚 𝑝𝑖 . (4.5) 

 

За  виглядом дійсної ча стини коре ня (4.2) визна ча ється на ступне : 

– якщо 𝑅𝑒 𝑝𝑖 < 0, 𝑖 = 1, 𝑛̅̅ ̅̅̅  може мо ка за ти, що систе ма  

а симптотично стійка ; 

– якщо {
𝑅𝑒 𝑝𝑖 < 0, 𝑖 = 1, 𝑛 − 2,̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅

 𝑝𝑛 = 0
, може мо стве рджува ти, що 

систе ма  стійка  за  Ляпуновим, якщо виконується одна  з умов; 

Якщо зна йде ться хоча  б один та кий полюс, що 𝑅𝑒 𝑝𝑖 > 0, тоді систе ма  

не стійка . 

В попе ре дньому розділі була  де та льно розглянута  не пе ре рвна  

моде ль і зна йде ні коре ні (3.28), (3.29) ха ра кте ристичного поліному да ної 

систе ми (4.1). Оскільки після їх а на лізу були зробле ні висновки про те , що 

один з коре нів є строго дода тнім,  може мо дійти висновку про не стійкість її 

розв’язків. І дійсно, коре ні ха ра кте ристичного поліному да ної систе ми, що 

були зна йде ні ра ніше , ма ють вигляд 

 

𝑦1 = 𝛼 + 𝛽, 

 

𝑦2,3 = −
𝛼+𝛽

2
± 𝑖√3

𝛼−𝛽

2
, 

 

де  𝛼 та  𝛽 прийма ють строго дода тні зна че ння.  

Та ким чином, приходимо до висновку, що розв’язки за  досліджува ною 

є систе мою не стійкими, оскільки дійсна  ча стка  одного з коре нів полінома  

𝑅𝑒(𝑦1) > 0. 
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Натупним кроком дослідимо стійкість руху біологічної системи з 

неперервним часом, що описується рівнянням:  

 

𝑑𝑋(𝑡)

𝑑𝑡
 = (𝐿 − 𝐸)𝑋(𝑡) 

 

З огляду на те, що в попередньому розділі ми дійшли висновку, що 

загальний вигляд коренів подібний до коренів дискретної моделі, тобто 

можемо заключити, що неперервна модель також є нестійкою. 

Тож, роглянемо стійкість руху на конкретному прикладі для, де 

матриця Леслі розмірності 3 × 3 має вигяд 

 

𝐿 = (
0.28 1.2 0.5
0.51 0 0
0 0.81 0

), 

𝐿 − 𝐸 = (
−0.7 1.2 0.5
0.51 −1 0
0 0.81 −1

). 

 

Оскільки ми вже знаходили корені характеристичного рівняння, 

розглянемо їх ще раз. Для неперервної та дикретної моделей вони мають 

однаковий вигляд: 

 

𝜆1 = 1.04, 𝜆2,3 = −0.383 ± 0,2𝑖 

 

Оскільки ми бачимо що корень 𝜆1 > 0 можемо одразу дійти висновку, 

що система моделей дискретного та неперервного розподілу часу нестійка. 
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4.3 Ке рова ність об’єкта  

 

Об’єкт вва жа ється ке рова ним, якщо з довільного поча ткового ста ну 

можна  пе ре ве сти систе му у довільний кінце вий ста н за  обме же ний ча с, за  

допомогою ве ктора  ке рова ності. Та ким чином, щоб пе ре ве сти систе му зі 

ста ну 𝑥(0) в за да ний ста н  𝑥(𝑛), не обхідно зна йти умову, при якій можна  

визна чити ке рува ння [25]: 

 

𝑥(𝑛) − 𝐴𝑛𝑥(0) = [𝐴𝑛−1𝐵   𝐴𝑛−2𝐵…  𝐵] [

𝑢(0)

𝑢(1)
⋮

𝑢(𝑛 − 1)

] . (4.6) 

 

Оскільки 𝐴, 𝑥(0) та  𝑥(𝑛) відомі, ліва  ча стина  рівняння визна че на . 

Єдиний  розв'яз ок 𝑢 існує тільки тоді, коли ма триця  

 

[𝐴𝑛−1𝐵 𝐴𝑛−2𝐵 ⋯ 𝐵], (4.7) 

 

ма є ра нг 𝑛. В та кому випа дку, (𝐴, 𝐵) на зива ють ке рова ною па рою. 

Не ха й об’єкт з дискретним розподілом часу описується на ступними 

рівняннями: 

 

𝑥(𝑘 + 1) = 𝐴𝑥(𝑘 − 𝜏) + 𝐵𝑢(𝑘), 

𝑦(𝑘) = 𝐶𝑥(𝑘),  

 

де  𝑥 – ве ктор розмірності 𝑛. 
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Для моде лі розмірності 3 × 3 ма ємо ма трицю вида : 

 

[𝐿2𝐵 𝐿𝐵 𝐵], (4.8) 

 

де  ма триці ста ну та  ке рова ності прийма ють вигляд  

 

𝐿 = (

𝑓1 𝑓2 𝑓3
𝑝1 0 0
0 𝑝2 0

),     𝐵 = (
0 0 0
0 0 0
0 0 0

). 

 

Тоді ма ємо нульовий ра нг, оскільки проводиться множе ння на  

нульову ма трицю: 

 

𝑟𝑎𝑛𝑔 [
0 0 0
0 0 0
0 0 0

] = 0. 

 

Модель з неперервним розподылом часу має наступний вигляд 

 

�̇�(𝑡) = (𝐿 − 𝐸)(𝑡 − 𝜏) + 𝐵𝑢(𝑡), 

𝑦(𝑡) = 𝐶𝑥(𝑡).  

 

Незважаючи на те, що моделі відрізняються на розв’язок це не впливає. 

В даному випадку матриця має вигляд 

 

[(𝐿 − 𝐼)2𝐵 (𝐿 − 𝐼)𝐵 𝐵], (4.9) 

 

де  



84 

𝐿 − 𝐼 = (

𝑓1 − 1 𝑓2 𝑓3
𝑝1 −1 0
0 𝑝2 1

),     𝐵 = (
0 0 0
0 0 0
0 0 0

), 

𝑟𝑎𝑛𝑔 [
0 0 0
0 0 0
0 0 0

] = 0. 

 

Приходимо до висновка, що дискретна на неперервні математичні 

моделі Леслі у змінних стану є не керованими, не зважаючи на введення 

заізнення, що свідчить про те, що на модель неможливо вплинути із зовні. 

Розглянемо дану властивість на конкретному прикладі, де матриця 

Леслі розмірності 3 × 3: 

 

𝐿 = (
0.28 1.2 0.5
0.51 0 0
0 0.81 0

), 

𝐿 − 𝐸 = (
−0.7 1.2 0.5
0.51 −1 0
0 0.81 −1

). 

 

Для моделі із дискретним та неперервним розподілом часу розв’язок 

існує тоді, коли ранг матриць (4.8), (4.9) дорівнює 3. Але, оскільки, матриця 

𝐵 залишається нульовою ранг буде дорівнювати нулю. Відповідно ми не 

можемо вважати модель у даному випадку керовною. 
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4.4 Спосте ре жува ність об’єкта  

 

Об’єкт вва жа ють спосте ре жува ним, якщо за  вимірюва нням вихідного 

сигна лу об’єкта  можна  визна чити ста н цього об’єкта . З чого виплива є, 

не обхідність визна че ння умови, в на слідок якої за  обчислюва нням 𝑦 можна  

визна чити 𝑥(0) [25]: 

 

𝑦(0) = 𝐶𝑥(0), 

𝑦(1) = 𝐶𝑥(1) = 𝐶𝐴𝑥(0), 

⋯ 

𝑦(𝑛 − 1) = 𝐶𝐴𝑛−1𝑥(0), 

 

а бо, тра нспонуючи, ма ємо 

 

[𝑦′ 𝑦′(1) … 𝑦′(𝑛 − 1)] = 𝑥′(0)[𝐶′ 𝐴′𝐶′ … 𝐴′
𝑛−1

𝐶′]. (5) 

 

Оскільки ве ктор 𝑦 відомий, єдиний розв'яз ок 𝑥(0) існує тільки тоді, 

коли ма триця 

 

[𝐶𝑇 𝐴𝑇𝐶𝑇 … 𝐴𝑇
𝑛−1

𝐶𝑇] (5.1) 

 

ма є ра нг 𝑛. В та кому випа дку (𝐴, 𝐶) на зива ються спосте ре жува ною па рою.  

Розглянемо чи є дискретна (4.2) та неперервна (4.3) моделі 

спостережуваними. Тобто, для повної спостережуваності моделі Ле слі 

розмірності 3 × 3 необхідно виконання умови для дискретної та неперервної 

відповідно: 
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𝑟𝑎𝑛𝑔[𝐶𝑇 𝐿𝑇𝐶𝑇 𝐿𝑇
2
С𝑇] = 3, (5.2) 

𝑟𝑎𝑛𝑔[𝐶𝑇 (𝐿 − 𝐸)𝑇𝐶𝑇 (𝐿 − 𝐸)𝑇
2
𝐶𝑇] = 3, (5.3) 

 

де  матриці мають вигляд: 

 

𝐿 = (

𝑓1 𝑓2 𝑓3
𝑝1 0 0
0 𝑝2 0

) , 𝐿𝑇 = (

𝑓1 𝑝1 0
𝑓2 0 𝑝2
𝑓3 0 0

),  

𝐿2 = (
𝑓1
2 + 𝑝1𝑓2 𝑓1𝑓2 + 𝑓3𝑝2 𝑓1𝑓3
𝑝1𝑓1 𝑝1𝑓2 𝑝1𝑓3
𝑝1𝑝2 0 0

), 

𝐿𝑇 2 = (
𝑓1
2 + 𝑝1𝑓2 𝑝1𝑓1 𝑝1𝑝2

𝑓1𝑓2 + 𝑓3𝑝2 𝑝1𝑓2 0
𝑓1𝑓3 𝑝1𝑓3 0

). 

 

𝐿 − 𝐼 = (

𝑓1 − 1 𝑓2 𝑓3
𝑝1 −1 0
0 𝑝2 −1

), 

(𝐿 − 𝐼)𝑇 = (

𝑓1 − 1 𝑝1 0
𝑓2 −1 𝑝2
𝑓3 0 −1

), 

(𝐿 − 𝐼)𝑇 2 = (

(𝑓1 − 1)2+𝑝1𝑓2 (𝑓1 − 1)𝑝1 − 𝑝1 𝑝1𝑝2
(𝑓1 − 1)𝑓2 − 𝑓2 + 𝑝2𝑓3 𝑝1𝑓2 + 1 −2𝑝2

(𝑓1 − 1)𝑓3 − 𝑓3 𝑝1𝑓3 1

), 

 

𝐶𝑇 = (
1 0 0
0 1 0
0 0 1

), 

Тобто умова  (3.11) приймає вигляд: 
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𝑟𝑎𝑛𝑔 [
1 0 0 𝑓1 𝑝1 0 𝑓1

2 + 𝑝1𝑓2 𝑝1𝑓1 𝑝1𝑝2
0 1 0 𝑓2 0 𝑝2 𝑓1𝑓2 + 𝑓3𝑝2 𝑝1𝑓2 0
0 0 1 𝑓3 0 0 𝑓1𝑓3 𝑝1𝑓3 0

] = 3 

 

та 

 

𝑟𝑎𝑛𝑔 [
1 0 0
0 1 0
0 0 1

𝑓1 − 1 𝑝1 0
𝑓2 −1 𝑝2
𝑓3 0 −1

(𝑓1 − 1)2+𝑝1𝑓2 (𝑓1 − 1)𝑝1 − 𝑝1 𝑝1𝑝2
(𝑓1 − 1)𝑓2 − 𝑓2 + 𝑝2𝑓3 𝑝1𝑓2 + 1 −2𝑝2

(𝑓1 − 1)𝑓3 − 𝑓3 𝑝1𝑓3 1

]

= 3. 

 

Як ба чимо, оскільки ма триці приве дені  до ступінча того вигляду 

може мо ска за ти, що вони  ма ють три лінійно не за ле жних змінних, тобто 

ра нг дорівнює трьом. 

Дискретна та неперервна математичні моделі, мають три лінійно 

незалежних змінних, що каже нам про їх повну спостережуваність. 

Розглянемо дану властивість на конкретному прикладі, де матриця 

Леслі розмірності 3 × 3: 

 

𝐿 = (
0.28 1.2 0.5
0.51 0 0
0 0.81 0

), 

𝐿 − 𝐸 = (
−0.72 1.2 0.5
0.51 −1 0
0 0.81 −1

). 

 



88 

Для моделі із дискретним та неперервним розподілом часу розв’язок 

існує тоді, коли ранг матриць (4.8), (4.9) дорівнює 3. Тож розглянемо 

спочатку дискретну модель. Матриця (4.8) має наступний вигляд 

 

[
1 0 0 0.28 0.51 0 0.69 0.14 0.4
0 1 0 1.2 0 0.81 0.74 0.6 0
0 0 1 0.5 0 0 0.14 0.25 0

]. 

 

А матриця (4.9) для моделі з неперервним розподілом часу має вигляд 

 

[
1 0 0 −0.72 0.51 0 1.13 −0.88 0.4
0 1 0 1.2 −1 0.81 −1.66 1.61 −1.62
0 0 1 0.5 0 −1 −0.86 0.25 1

]. 

 

Як бачимо, в обох випадках ранг дорівнює трьом, бо ма триці приведені  

до ступінчатого вигляду можемо ска зати, що вони  мають три лінійно 

незалежних змінних. З огляду на це, можемо дійти висновку, що моделі є 

спостережуваними. 
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ВИСНОВКИ 

 

 

В даній роботі було проведено аналіз математичної моделі 

популяційної динаміки П. Леслі із запізненням, який в першу чергу з’ясував, 

що досліджувана модель є позитивною. Дана характеристика, розглянутої 

моделі, полегшила надалі роботу, оскільки скоротила кількість можливих 

методів аналізу, що застосовувались у подальшому дослідженні.  

Далі проводився аналіз, який показав, що основні властивості 

динамічних керованих систем – стійкість, в сенсі за Ляпуновим, керованість, 

в окремих випадках, не виконується. З огляду на це, робимо висновок, що 

досліджувана система в загальному випадку не є доступною для керування та 

стабілізації та. В той самий час, аналіз продемонстрував, що властивість 

спостереження для досліджуваної моделі виконується. Це нам каже про те, 

що біологічна система є повністю спостережуваною, а отже може бути 

розв’зана задача спостережуваності, при якій вектор стану буде повністю 

відновлен.  

З метою здійснення керованості в даній моделі, необхідно в першу 

чергу розв'язати задачу синтезу, тобто структурно змінити початкову модель 

таким чином, щоб вказані властивості виконувались в повному обсязі. Це 

можливо здійснити шляхом введення в початкові моделі вектора керованого 

впливу. 

Структурно робота складається з чотирьох розділів, кожний з яких 

повністю розкриває поставлені у роботі завдання. 

В першому розділі було проведено ознайомлення  із сутністю та 

основними методами роботи моделювання біологічної популяційної 

динаміки, розглядались особливості застосування математичних моделей із 
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запізненням, а також вивчались особливості застосування  математичних 

моделей позитивних систем та детально аналізувались критерії позитивності  

Другий розділ було присвячено загальним поняттям та теорії 

диференціальних рівнянь із аргументом, що запізнюється, а також методам, 

які до них застосовуються. А саме метод кроків та наближений метод 

розкладання невідомої функції з аргументом, що запізнюється, за ступенями 

запізнювання.   

Третій розділ було присвячено безпосередньо моделі об’єкта 

дослідження. Тобто особливостям побудови та умовам застосування 

математичної моделі Леслі із запізненням, а також аналіз позитивності 

об’єкта дослідження..   

У четвертому розділі проводився аналіз досліджуваної системи та її 

математичної моделі у змінних стану на виконання основних якісних та 

динамічних властивостей засобами теорії позитивних систем та керування. 

Аналіз проводився за наступними напрямами: стійкість руху, керованість та 

спостережуваність біологічних систем.  
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